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Σελίδα 1 από 2 

Σφαίρα σε κυρτό ηµισφαίριο 
Μέχρι ποιο σηµείο κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει; 

 
 

 
Το κυρτό ηµισφαίριο του σχήµατος έχει ακτίνα R και στην κορυφή του βρίσκεται 

σφαίρα ακτίνας r . Ο συντελεστής οριακής στατικής τριβής µεταξύ ηµισφαιρίου και 
σφαίρας είναι µ. Αν αφήσουµε τη σφαίρα ελεύθερη, θα αρχίσει να κινείται πάνω στο 
ηµισφαίριο και σε κάποια θέση (κάποια γωνία φ ως προς την κατακόρυφη) θα χάσει 
την επαφή της µ’ αυτό. 

Η κίνησή της είναι αρχικά κύλιση αλλά σε κάποια θέση αρχίζει να γλιστράει.   

Θα εξετάσουµε πώς επηρεάζεται η θέση αυτή από την τιµή του συντελεστή τριβής 
και πόσο κοντά είναι στο σηµείο που χάνεται η επαφή. 

 (Για τη σφαίρα, ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο της:  Ι=2/5·m·r
2). 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

(Τα σύµβολα αντιστοιχούν σε µέτρα µεγεθών). 

1. Η ταχύτητα υ του κέντρου µάζας της σφαίρας σε γωνία φ ενώ κυλίεται θα είναι: 
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2. Λόγω της καµπυλόγραµµης κίνησης πάνω στο ηµισφαίριο και µέχρι να χαθεί η 
επαφή, ισχύει: 

ΣFy = m·ακ   ══►   m·g·συνφ – N = m·υ2/(R+r)   και:   Ν ≥ 0 

(Η ισότητα οριακά στο σηµείο που σφαίρα εγκαταλείπει το ηµισφαίριο.) 
Αν υποθέσουµε ότι µέχρι το σηµείο που χάνεται η επαφή είχαµε κύλιση χωρίς 
ολίσθηση, τότε η Ν, µε τη βοήθεια της (i), γίνεται: 
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h = (R+r)·(1–συνφ) 
Bx = mg·συνφ,    By = mg·ηµφ 
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Από εδώ µπορούµε να υπολογίσουµε τη γωνία όπου χάνεται η επαφή: 

17·συνφ–10 = 0   ══►   συνφ = 10/17   ή: 

φ ≈ 54º 
 

Για σύγκριση, αν το ηµισφαίριο ήταν λείο και η σφαίρα έκανε µόνο 

µεταφορική κίνηση, η επαφή θα χανόταν σε γωνία:   φ ≈ 48º   (συνφ=2/3). 

 

3. Η στατική τριβή τώρα που χρειάζεται για την κύλιση της σφαίρας είναι: 

ΣFx = m·αcm   ══►   m·g·ηµφ – T = m·αcm 

Στcm = Ι·αγων   ══►   T·R = 2/5·m·R
2
·αcm/R   ══►   T = 2/5·m·αcm    

και απαλείφοντας την αcm: 
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4. Εφόσον δεν υπάρχει ολίσθηση ισχύει: 

Τ ≤ µ·N 
Με αντικατάσταση των (ii), (iii) και πράξεις βρίσκουµε: 
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Από αυτή τη σχέση φαίνεται ότι όσο µεγαλώνει η γωνία φ, τόσο µεγαλύτερος 
συντελεστής τριβής απαιτείται για να συνεχίζεται η κύλιση χωρίς ολίσθηση. Όσο 
µάλιστα πλησιάζουµε τις 54º που βρήκαµε στην παράγραφο (2), η τιµή του 
αναγκαίου συντελεστή τριβής τείνει στο άπειρο. 

Προφανώς, η σφαίρα θα αρχίσει να ολισθαίνει πριν χάσει την επαφή της. Έτσι οι 
54º αποτελούν προσεγγιστική λύση. Όσο µεγαλύτερη βέβαια είναι η τιµή του µ 
τόσο µικρότερο είναι το σχετικό σφάλµα. 

Ενδεικτικά, παραθέτουµε πίνακα µε τις γωνίες (περίπου) όπου αρχίζει η 
ολίσθηση, για διάφορες τιµές του µ: 

µ 0 0,1 0,2 0,4 0,7 1 4 8 → ∞ 

φ 0º 18º 29º 39º 45º 48º 52º 53º → 54º 

(Βέβαια, δύσκολα συναντάµε µεταξύ των υλικών τιµές του µ µεγαλύτερες από 1. 
Για παράδειγµα, το καουτσούκ µπορεί µε κάποια υλικά να φτάσει την τιµή µ=4). 


