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ΣΣώώµµαα  δδεεµµέέννοο  σσεε  οορριιζζόόννττιιοο  εελλααττήήρριιοο,,  δδάάππεεδδοο  µµεε  ττρριιββήή  

 

 

Το ελατήριο του σχήµατος έχει 
σταθερά k=2000N/m και το σώµα 
Σ που είναι δεµένο στο άκρο του 
έχει µάζα m=2kg. Επιµηκύνουµε το 
ελατήριο κατά x0=4cm και αφήνουµε το σύστηµα ελεύθερο. Το σώµα Σ αρχίζει να 
κινείται και τελικά ηρεµεί αφού διανύσει συνολικό διάστηµα S=20cm. Να βρεθούν: 
ο συντελεστής τριβής µ σώµατος – δαπέδου, το πλήθος ν των περασµάτων από τη 
θέση όπου το ελατήριο έχει το φυσικό του µήκος, και η θέση όπου τελικά θα 
σταµατήσει το σώµα. Να θεωρήσετε ότι οι συντελεστές τριβής ολίσθησης και 
οριακής στατικής τριβής είναι ίσοι, δηλαδή µολ=µορ=µ. ∆ίνεται: g=10m/s². 
 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

(Τα σύµβολα αντιστοιχούν σε µέτρα µεγεθών). 

Το σώµα Σ θα σταµατήσει για πρώτη φορά µετά την εκκίνηση όταν το ελατήριο θα 
έχει συµπιεστεί κατά x1, για δεύτερη φορά σε επιµήκυνση x2, για τρίτη σε 
συµπίεση x3, και ούτω καθεξής. Μετά από κάθε σταµάτηµα θα ξεκινάει πάλι µόνο αν 
Fελ>Τστ. Όταν σε κάποια από τις θέσεις µηδενισµού της ταχύτητας γίνει για πρώτη 
φορά Fελ≤Τστ, τότε το σώµα θα παραµείνει ακίνητο στη θέση αυτή. Αναλυτικά: 

 

• Από επιµήκυνση x0 σε συσπείρωση x1   →   διάστηµα   x0 + x1 

• Από συσπείρωση x1 σε επιµήκυνση x2   →   διάστηµα   x1 + x2 

• Από επιµήκυνση x2 σε συσπείρωση x3   →   διάστηµα   x2 + x3 

………….. 

α) Αν τελικά σταµατήσει ενώ κατευθύνεται προς ακραία θέση θα έχει περάσει ν 
φορές από τη θέση του ΦΜ και: 

• Από παραµόρφωση xν–1 σε παραµόρφωση xν   →   διάστηµα   xν–1 + xν 

β) Αν όµως σταµατήσει ενώ κατευθύνεται προς τη θέση του ΦΜ τότε θα έχει 
περάσει από εκεί ν–1 φορές και: 

• Από παραµόρφωση xν–1 σε παραµόρφωση xν   →   διάστηµα   xν–1 – xν 

Στη συνέχεια θα µελετήσουµε µόνο την περίπτωση (α) και ανάλογα 
µπορεί να µελετηθεί και η (β). 

Η τελική παραµόρφωση xν όπου σταµατάει οριστικά, είναι αυτή για την οποία θα 
ισχύει για πρώτη φορά:    _k·xν ≤ µ·m·g_    (συνθήκη τερµατισµού) 

m k 
Σ 
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Εφαρµόζοντας τώρα το ΘΜΚΕ ανάµεσα σε δύο διαδοχικούς µηδενισµούς της 
ταχύτητας, έχουµε: 

ΣW = ∆Κ   →   ½·k·x0
2 – ½·k·x1

2 – µ·m·g·(x0 + x1) = 0  →    

(x0 – x1)·(x0 + x1) = 2·µ·m·g·(x0 + x1)/k   →   x1 = x0 – 2µmg/k 
 

Αν θέσουµε   _ω = –2µmg/k_   τότε έχουµε:    _x1 = x0 + ω_.    

Όµοια και για τις επόµενες παραµορφώσεις: 

x2 = x1 + ω = x0 + 2ω 

x3 = x2 + ω = x0 + 3ω 
…… 

και γενικά: 

_xν = x0 + νω_ 

xν–1 = x0 + (ν–1)ω   ή   _xν–1 = xν – ω_    

Βλέπουµε ότι οι διαδοχικές παραµορφώσεις αποτελούν αριθµητική 
πρόοδο µε λόγο ω. 

Από τη συνθήκη τερµατισµού που γράψαµε πιο πάνω, έχουµε: 

k·xν ≤ µ·m·g   →   x0 –ν2µmg/k ≤ µmg/k   →  x0  ≤ µmg(2v+1)/k 

και µε αντικατάσταση:   
12ν

4
µ

++++
≥≥≥≥     (Ι) 

 

Το συνολικό διάστηµα τώρα που έχει διανύσει το σώµα είναι: 

S = x0 + 2x1 + 2x2 + … + 2xν–1 + xν = x0 + xν + 2Σν–1 

όπου  Σν–1  το άθροισµα των όρων x1, x2, … , xν–1 της αριθµητικής προόδου. Έτσι: 

S = x0 + xν + 2·½·(x1 + x ν–1)·(ν-1) = x0 + xν + (x0 + x ν)·(ν-1)   →    

S = (x0 + x ν)·ν   →   _S = ν·(2x0 – 2ν·µmg/k)_    

και µε αντικατάσταση και επίλυση ως προς µ παίρνουµε: 

2ν

104ν
µ

−−−−
====     (ΙΙ) 

Η (Ι) µε τη βοήθεια της (ΙΙ) γίνεται: 

12ν
4

ν

104ν
2

++++
≥≥≥≥

−−−−
      →   ….   →   ν ≥ 4,55 

Επειδή ζητάµε την πρώτη φορά (βλέπε πιο πάνω) άρα τελικά:    _ν = 5_ 
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και από τη (ΙΙ):   _µ = 0,4_ 

 

Επαλήθευση – εύρεση της θέσης που σταµατάει τελικά το σώµα: 

 

Όπως είδαµε από τη σχέση   xν = x0 + νω   ή αλλιώς:   xν = x0 – ν·2µmg/k   κάθε 
επόµενη παραµόρφωση του ελατηρίου µειώνεται κατά 2µmg/k = 0,8cm. 

Έτσι, οι διαδοχικές παραµορφώσεις του ελατηρίου είναι: 

x0 = 4 cm 

x1 = 3,2 cm 

x2 = 2,4 cm 

x3 = 1,6 cm 

x4 = 0,8 cm 

x5 = 0 cm 
 

Το σώµα σταµατάει δηλαδή ακριβώς στη θέση του ΦΜ τη στιγµή που φτάνει εκεί 
για 5η φορά. 

Το συνολικό διάστηµα που διάνυσε είναι:  

S = (4 + 2·3,2 + 2·2,4 + 2·1,6 + 2·0,8 + 0) cm = 20 cm 
 

 

 

 

 

 

 


