
∆. Μητρόπουλος Μηχανική Στερεού σώµατος 
 

Σελίδα 1 από 5 

Ελαστική κρούση σώµατος µε ράβδο 
που µπορεί να στρέφεται γύρω από το άκρο της. 
Πότε µεγιστοποιείται η µεταφορά ενέργειας; 

 

 
Η ράβδος του σχήµατος έχει µάζα M , µήκος L , µπορεί να στρέφεται χωρίς τριβές 

γύρω από άξονα που διέρχεται από το άκρο της Α και ισορροπεί κατακόρυφα. Το 
κινούµενο σώµα έχει µάζα m και κινείται οριζόντια µε ταχύτητα υο που ο φορέας της 
απέχει απόσταση x από το Α. 

Η κρούση που ακολουθεί είναι ελαστική, η διάρκειά της είναι αµελητέα και το βάρος 
mg του σώµατος δεν προλαβαίνει να επηρεάσει την κίνησή του όσο διαρκεί η 
κρούση. Ζητούνται: 

1. Να προσδιορίσετε την ταχύτητα υ του σώµατος και την γωνιακή ταχύτητα ω 
της ράβδου αµέσως µετά την κρούση, σε σχέση µε τις µάζες m, M  (δηλαδή σε 
σχέση µε το λόγο λ = m/M των δύο µαζών) και σε σχέση µε την απόσταση x 
του σηµείου πρόσκρουσης από το άκρο Α της ράβδου (0 < x ≤ L). 

2. (i) Να προσδιορίσετε την ταχύτητα υ για τις ακραίες περιπτώσεις m>>M  και 
m<<M . (ii) Πότε µεγιστοποιείται η κινητική ενέργεια που µεταφέρεται από το 
σώµα στη ράβδο κατά την κρούση; (iii) Να κάνετε γενικότερα διερεύνηση της 
τιµής της υ σε σχέση µε το λόγο λ = m/M των δύο µαζών αλλά και σε σχέση 
µε την απόσταση x του σηµείου πρόσκρουσης από το άκρο Α της ράβδου 
(0<x≤L ). 

3. Να προσδιορίσετε πάλι την ταχύτητα του σώµατος και την γωνιακή ταχύτητα 
της ράβδου αµέσως µετά την κρούση, στην περίπτωση που ο φορέας της αρχικής 
ταχύτητας υο δεν είναι κάθετος στη ράβδο. Η τριβή κατά τη διάρκεια της επαφής 
των δύο σωµάτων είναι αµελητέα. 

(Ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς τον άξονα Α: Ι = 1/3·M ·L 2) 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

(Τα σύµβολα αντιστοιχούν σε µέτρα µεγεθών). 
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1. Εφόσον θεωρούµε ασήµαντο το βάρος του σώµατος, τότε για το σύστηµα των 

δύο σωµάτων ισχύει Στ(Α)=0 άρα θα έχουµε διατήρηση της στροφορµής ως 
προς Α: 

m·υ0·x = m·υ·x + Ι·ω   ══►   m·(υ0 – υ)·x = Ι·ω   ή αλλιώς: 

υ0 – υ = Ι·ω/(m·x)     (I) 

Από τη διατήρηση της µηχανικής ενέργειας τώρα έχουµε: 
1/2·m·υ0

2 = 1/2·m·υ
2 + 1/2·Ι·ω

2   ══►   m·υ0
2 = m·υ

2 + Ι·ω2   ══► 

m·(υ0
2 – υ2) = Ι·ω2   ══►   m·(υ0 – υ) ·(υ0 + υ) = Ι·ω2     (IΙ) 

και διαιρώντας (ΙΙ) µε (Ι) παίρνουµε: 

υ0 + υ = ω·x     (IΙΙ) 

Από τις σχέσεις (Ι) και (ΙΙΙ) µε πράξεις προκύπτουν η ταχύτητα υ και η 
γωνιακή ταχύτητα ω: 
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και µε αντικατάσταση στην (ΙΙΙ): 
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2. Στο προηγούµενο ερώτηµα βρήκαµε ότι: 
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(i) Αν το σώµα έχει πολύ µικρότερη µάζα από τη ράβδο, δηλαδή m << M τότε 
ισχύει λ→0 και υ = −υο, δηλαδή το σώµα αναπηδά προς τα πίσω µε ίδια κατά 
µέτρο ταχύτητα. 
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Στην περίπτωση αυτή η γωνιακή ταχύτητα της ράβδου παραµένει µηδέν: ω = 0. 

(ii) Αν το σώµα έχει πολύ µεγαλύτερη µάζα από τη ράβδο, δηλαδή m >> M τότε 
ισχύει 1/λ→0 και υ = υο, δηλαδή το σώµα συνεχίζει να κινείται µε την ίδια 
ταχύτητα. 

Στην περίπτωση αυτή η γωνιακή ταχύτητα της ράβδου έχει µέτρο: 
x
υ3

ω 0⋅
= , 

δηλαδή η τιµή της εξαρτάται από το σηµείο πρόσκρουσης. Όσο πιο κοντά στον 
άξονα γίνει η πρόσκρουση τόσο µεγαλύτερη γωνιακή ταχύτητα αποκτά η ράβδος. 

Οι δύο αυτές περιπτώσεις θυµίζουν τις ακραίες περιπτώσεις της κεντρικής 
ελαστικής κρούσης κινούµενου µε ακίνητο σώµα που συναντάµε στο κεφάλαιο 
των κρούσεων.  

(ii) Παρατηρούµε ότι όταν ικανοποιείται η συνθήκη 3·λ·κ2–1 = 0 τότε η 
ταχύτητα του σώµατος µετά την κρούση µηδενίζεται: 

Αν στην τελευταία σχέση αντικαταστήσουµε τους λόγους λ, κ και λύσουµε ως 
προς την απόσταση x, προκύπτει η σχέση: 

3m
M

Lx =  

Αν δηλαδή θέλουµε να µηδενιστεί η ταχύτητα του σώµατος µετά την κρούση, 
τότε όσο µεγαλύτερη µάζα έχει η ράβδος τόσο πλησιέστερα στο ελεύθερο άκρο 
της πρέπει να πέσει το σώµα. Η απόσταση x όµως δεν µπορεί να υπερβεί την τιµή 
L  και έτσι βρίσκουµε: 

x ≤ L   ══►   L
3m
M

L ≤    ══►   M ≤ 3·m 

Προφανώς η κινητική ενέργεια που µεταφέρεται στη ράβδο στην περίπτωση 
αυτή είναι µέγιστη (µεταφορά 100%): 

Αν   m ≥ M/3  ,  τότε   υ = 0   όταν    
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(iii) ∆ιερεύνηση της ταχύτητας υ σε σχέση µε το λόγο λ = m/M των δύο µαζών και 
το λόγο κ = x/L: 

Στο σχήµα που ακολουθεί φαίνεται γενικότερα η εξάρτηση της ταχύτητας υ του 
κινούµενου σώµατος από τη σχέση των δύο µαζών. 
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τιµές της απόστασης x. 

 

 

 

3. Στην περίπτωση αυτή έχουµε πλάγια κρούση και αναλύουµε τις ταχύτητες υ0 
και υ σε άξονες: 

 

Οι κρουστικές δυνάµεις µεταξύ σώµατος και ράβδου είναι κάθετες στη ράβδο αφού 
δεν υπάρχει τριβή, εποµένως η κατακόρυφη συνιστώσα της ταχύτητας του σώµατος 
παραµένει αµετάβλητη. 

Εφόσον µεταφέρεται ενέργεια από το σώµα στη ράβδο, αυτό θα έχει σαν συνέπεια να 
µειωθεί το µέτρο της ταχύτητας υο του σώµατος, άρα και της συνιστώσας υοx που 
είναι κάθετη στη ράβδο, αφού ή άλλη συνιστώσα δεν µεταβλήθηκε. 
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Έτσι η γωνία ανάκλασης θ του σώµατος θα είναι γενικά µεγαλύτερη από τη γωνία 
πρόσπτωσης φ. 

Ισχύει: 

υy = υoy = υo·ηµφ 

υox = υo·συνφ 

και οι άγνωστοι είναι η ω και η υx µετά την κρούση (και βέβαια η γωνία θ). 

 

Από τη διατήρηση της στροφορµής ως προς Α έχουµε: 

 

m·υox·x = m·υx·x + Ι·ω   ══►   m·(υo·συνφ – υx)·x = Ι·ω  (VI) 

 

και από τη διατήρηση της µηχανικής ενέργειας: 
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m·(υo·συνφ – υx)·(υo·συνφ + υx) = Ι·ω2   (VIΙ) 
 

∆ιαιρώντας την  (VΙI)  µε την  (VΙ)  παίρνουµε: 

 

υo·συνφ + υx = ω· x   (VΙIΙ) 
 

και από τις  (VI)  και  (VΙΙΙ)  βρίσκουµε τις υx και  ω. 

 

 

 

 

 

 


