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Ράβδος εναντίον τοίχου 

Λεπτι ράβδοσ μικουσ  ολιςκαίνει χωρίσ τριβζσ ςτο οριηόντια δάπεδο, εκτελϊντασ 

μεταφορικι κίνθςθ με ταχφτθτα   και ςτροφικι 

κίνθςθ με γωνιακι ταχφτθτα   . Κατά τθν κίνθςι 

τθσ ςυναντά κατακόρυφο τοίχο υπό γωνία   

όπωσ φαίνεται ςτο ςχιμα. 

Υπολογίςτε τισ δυνατζσ τιμζσ τθσ γωνιακισ 

ταχφτθτασ ϊςτε όλα τα ςθμεία τθσ ράβδου να 

ςυγκρουςτοφν ταυτόχρονα με τον τοίχο.  

 

  



2 
 

Λφση 1η  (για … εργατικοφς) 

Θα διερευνιςουμε τθν περίπτωςθ θ περιςτροφι τθσ ράβδου να γίνεται αντίκετα από τθν 

φορά των δεικτϊν του ρολογιοφ, αφοφ θ αντίκετθ περίπτωςθ είναι ιςοδφναμθ με τθν 

αλλαγι    . 

Ζςτω K  ζνα τυχαίο ςθμείο τθσ ράβδου με αρχικι κζςθ   ˆ0Kr jS  με 
2 2

S    . Το 

διάνυςμα κζςθσ του K τθν χρονικι ςτιγμι t  είναι, 

   ˆ ˆ
Kr t i t S t jS t           (1) 

Η εξίςωςθ τθσ ευκείασ που ορίηει θ τομι του δαπζδου με τον τοίχο είναι, 

 y x d          (2) 

Το μζςον τθσ ράβδου φτάνει ςτον τοίχο τθ χρονικι ςτιγμι 
1

d
t


  . Για να ικανοποιείται θ 

απαίτθςθ του προβλιματοσ πρζπει τθν ίδια χρονικι ςτιγμι να κτυπά ςτον τοίχο και το 

τυχαίο ςθμείο K  . Δθλαδι οι ςυντεταγμζνεσ του διανφςματοσ κζςθσ του K  κα πρζπει να 

ικανοποιοφν τθν εξίςωςθ (2). Άρα, 

 1 1 1S t t S t d       

ι 

1 0
d

 


 
  

 
 

Από τθν τριγωνομετρικι ταυτότθτα,  
1

 
  

 


 


  βρίςκουμε, 

 
1

 
 

  


  


, οπότε θ τελευταία εξίςωςθ γίνεται, 
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0

d

d


 




 



 
 

  
 

 
 

      (3) 

Ο αρικμθτισ του πρϊτου μζλουσ τθσ (3) μθδενίηεται για, 
d

n


 


  , n  , αλλά οι 

τιμζσ αυτζσ μθδενίηουν και τον παρονομαςτι. Ζχουμε δθλαδι απροςδιοριςτία 
0

0
 . 

Υπολογίηοντασ το όριο, για 
d

n


 


   βρίςκουμε  
 

2lim 1 0
x n

x

x 

 
 

  


  


. 

Άρα οι λφςεισ τθσ (3) είναι οι τιμζσ που απειρίηουν τον παρονομαςτι. Δθλαδι, 

 2 1
2

d
n

 



    

 ι 

 2 1
2

d
n

 



     0,1,2,...n           (4) 

Η ςυνκικθ (4) είναι αναγκαία αλλά όχι ικανή. Μασ εξαςφαλίηει ότι θ ράβδοσ εφάπτεται 

ςτον τοίχο τθ χρονικι ςτιγμι 
1t  , αλλά δεν μασ εγγυάται ότι, λίγο πριν ζνα τμιμα τθσ δεν κα 

είχε περάςει τα όρια ενόσ "φανταςτικοφ"  τοίχου που κα ιταν ςτθν ίδια κζςθ (που ςθμαίνει 

ότι θ ράβδοσ χτυπά ςτον τοίχο πριν το ςθμείο Ο φτάςει ς’ αυτόν).   

Για να εξαςφαλίςουμε ότι δεν ςυμβαίνει κάτι τζτοιο μποροφμε να ςκεφτοφμε ωσ εξισ. Αν 

αναλφςουμε τθν ταχφτθτα των ςθμείων τθσ ράβδου ςε δφο ςυνιςτϊςεσ, μία κάκετθ και μια 

παράλλθλθ ςτον τοίχο, τότε κα πρζπει θ κάκετθ ςυνιςτϊςα τθ ςτιγμι 1t , να ζχει 

κατεφκυνςθ προσ τον τοίχο και αυτό να ιςχφει για κάκε ςθμείο τθσ ράβδου.   

Από τθν εξίςωςθ (1) βρίςκουμε για τθν ταχφτθτα του τυχαίου ςθμείου K  , τθ χρονικι 

ςτιγμι 1t , 

 1
ˆ ˆ

K

d d
t i S jS

 
   

 

 
   

 
 

Οι ςυντεταγμζνεσ x  και y  τθσ ταχφτθτασ του Κ ωσ προσ ςφςτθμα ςυντεταγμζνων x Oy   

που προκφπτει με περιςτροφι του xOy  αντιωρολογιακά κατά γωνία   , κα είναι, 

x x

y y

  

  

    
         

 

Η κάκετθ ςτον τοίχο ςυνιςτϊςα τθσ ταχφτθτασ είναι θ y , 
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y y

d d d
S S S

  
          

  

   
            

   
 

και αντικακιςτϊντασ από τθν εξίςωςθ (4), 

 1
n

y S        

Για να ζχει φορά προσ τον τοίχο πρζπει, 0y  , άρα,  

 1 0
n
S     

Αλλά 
2 2

S     και n  ακζραιοσ, επομζνωσ θ ανιςότθτα κα ιςχφει για κάκε τιμι των 

,n S  αν, 

2


        (5) 

Παρατιρθςθ: Η αντικατάςταςθ   οδθγεί δεν αλλάηει τον περιοριςμό (5). Στθν 

περίπτωςθ αυτι ο πίνακασ ςτροφισ είναι 
 

 

 
 
 

 και θ κάκετθ ςτον τοίχο 

ςυνιςτώςα προκφπτει,  1
n

y S      . Τότε όμωσ για να ζχει φορά προσ τον τοίχο 

κα πρζπει 0y  , οπότε καταλιγουμε και πάλι ςτθν (5). 

Αντικακιςτϊντασ τθν ταχφτθτα    από τθν εξίςωςθ (4) βρίςκουμε μετά από μερικζσ πράξεισ 

τισ αποδεκτζσ τιμζσ του ακζραιου n  . 

2
1

2

d

n








        (6) 

Συνοψίηοντας: 

Αντιωρολογιακή φορά 

 2 1
2

n
d

 
 

 
   

 
  

2
1

0,1,2,...,
2

d

n






 
 

  
 
 

   (7) 

Ωρολογιακή φορά. 
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 2 1
2

n
d

 
 

 
   

 
  

2
1

0,1,2,...,
2

d

n






 
 

  
 
 

  (8) 

όπου,   ακέραιο μέρος τοσ x x . 

 

Λφση 2η (για … τεμπζλθδες) 

Ασ υποκζςουμε ότι τραβάμε ςε βίντεο τθν κίνθςθ τθσ ράβδου μζχρι τθν επαφι τθσ με τον 

τοίχο και ςτθ ςυνζχεια προβάλουμε τθν λιψθ "ανάποδα".  Θα δοφμε τθν ράβδο να φεφγει 

από τον τοίχο και να κινείται προσ τθν αρχικι κζςθ με αντίκετεσ ταχφτθτεσ μεταφορικισ και 

ςτροφικισ κίνθςθσ. Λόγω τθσ μεταφορικισ κίνθςθσ τα ςθμεία τθσ ράβδου απομακρφνονται 

από τον τοίχο με ταχφτθτα μζτρου,  , ενϊ λόγω τθσ ςτροφικισ κίνθςθσ τα μιςά επίςθσ 

απομακρφνονται  και τα άλλα μιςά πλθςιάηουν με ταχφτθτα ανάλογθ τθσ απόςταςθσ από 

το μζςον τθσ. Πιο γριγορα πλθςιάηει το αντίςτοιχο άκρο τθσ ράβδου με ταχφτθτα μζτρου 

2
  .  Αφοφ όμωσ όλα τα ςθμεία κα απομακρφνονται από τον τοίχο κα πρζπει, 

2
   

που είναι θ εξίςωςθ (5). 

Επίςθσ για να φτάςει θ ράβδοσ ςτθν αρχικι κζςθ με το ςωςτό προςανατολιςμό κα πρζπει 

να περιςτραφεί κατά  2 1
2 2

n n
 

         ςε χρόνο 
d


 . Άρα 

 2 1
2

d
n

 



    

που είναι θ εξίςωςθ (4). 
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