
∆. Μητρόπουλος Στερεό 

 

Σελίδα  1  (από 21) 

ΘΘεεµµεελλιιώώδδηηςς  ννόόµµοοςς  ττηηςς  ΜΜηηχχααννιικκήήςς  

ΕΕννννοοιιοολλοογγιικκόό  ππλλααίίσσιιοο  κκααιι  ππααρρααδδεείίγγµµαατταα  
γγιιαα  ττηηνν  κκααλλύύττεερρηη  κκααττααννόόηησσηη  ττηηςς  εεφφααρρµµοογγήήςς  ττοουυ  

σσττηηνν  εεππίίππεεδδηη  κκίίννηησσηη  υυλλιικκοούύ  σσηηµµεείίοουυ  κκααιι  σσττεερρεεοούύ  σσώώµµααττοοςς  

  

ΕΕΝΝΝΝΟΟΙΙΟΟΛΛΟΟΓΓΙΙΚΚΟΟ  ΠΠΛΛΑΑΙΙΣΣΙΙΟΟ  

ΕΕιισσααγγωωγγήή  

Η έννοια της δύναµης, της αλληλεπίδρασης ανάµεσα στα σώµατα, είναι 
θεµελιώδης στη  Νευτώνεια µηχανική. 

Ο 1ος νόµος του Νεύτωνα ουσιαστικά διασφαλίζει την ύπαρξη των αδρανειακών 
συστηµάτων. 

Μέσω του 2ου νόµου θεµελιώνεται η έννοια της δύναµης και καθιερώνεται η 
αδρανειακή µάζα ως ποσοτικό µέτρο της αδράνειας ενός σώµατος. Ως προς ένα 
αδρανειακό σύστηµα, αν δύο αποµονωµένα από το περιβάλλον σώµατα Σ1, Σ2 
αλληλεπιδράσουν µεταξύ τους (π.χ. συνδεδεµένα µε ένα ελατήριο), παρατηρούµε ότι 
αποκτούν αντίρροπες επιταχύνσεις µε µέτρα αντιστρόφως ανάλογα προς τις µάζες 

τους: 
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. Το αποτέλεσµα δηλαδή της αλληλεπίδρασής τους περιγράφεται από 

τη σταθερή τιµή του γινοµένου αm
�

. Το γινόµενο αυτό περιγράφει µια µεταβολή στην 

κίνηση ως συνέπεια της αλληλεπίδρασης και αποτελεί τον ορισµό της δύναµης  
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ΑΑ))  ΥΥλλιικκόό  σσηηµµεείίοο  

Ο 2ος νόµος  του Νεύτωνα για υλικό σηµείο διατυπώνεται στη γενικευµένη µορφή 
του ως εξής: 

  

 «Ο ρυθµός µε τον οποίο µεταβάλλεται η 
ορµή υλικού σηµείου είναι ανάλογος µε τη 
συνισταµένη των δυνάµεων που ασκούνται 
σ’ αυτό και η µεταβολή συµβαίνει προς την 
κατεύθυνσή της». 
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Ισοδύναµα, µπορούµε να εκφράσουµε τον 2ο νόµο στη γενικευµένη µορφή του, µε 
όρους στροφορµής: 
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∆. Μητρόπουλος Στερεό 

 

Σελίδα  2  (από 21) 

«Ο ρυθµός µε τον οποίο µεταβάλλεται ως προς σηµείο 
Ο η στροφορµή υλικού σηµείου είναι ανάλογος µε τη 
συνισταµένη των ροπών των δυνάµεων που ασκούνται 
σ’ αυτό, ως προς το ίδιο σηµείο, και η µεταβολή 
συµβαίνει προς την κατεύθυνσή της». 
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Αν η µάζα του υλικού σηµείου είναι σταθερή τότε 
( )

αm
dt
υd

m
dt

υmd
FΣ

�
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�
===  οπότε: 

  

«Η επιτάχυνση α
�

 ενός υλικού σηµείου µάζας m, 

είναι ανάλογη µε τη συνισταµένη FΣ
�

 ή ολF
�

 των 

δυνάµεων που ασκούνται κάθε στιγµή σ’ αυτό, 
και έχει την ίδια κατεύθυνση µ’ αυτήν». 

     αmFΣ
��

=    ((33)) 

  

Η θέση του υλικού σηµείου σε ένα σύστηµα ΟΧΥΖ προσδιορίζεται από 3 µεταβλητές 
(3 βαθµοί ελευθερίας). Αν πρόκειται για επίπεδη κίνηση, π.χ. πάνω στο (Χ,Υ) 
επίπεδο, τότε απαιτούνται  2 µεταβλητές που προσδιορίζονται από τις αλγεβρικές 
µορφές της (1)  ή της (3) κατά άξονα:  _ΣFx = m αx_  και  _ΣFy = m αy_ 

Η επιτάχυνση εκφράζει τον ρυθµό µε τον οποίο µεταβάλλεται η ταχύτητα του υλικού 
σηµείου: 
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Στην περίπτωση που µεταβάλλεται µόνο η κατεύθυνση, όσο µικραίνει η µεταβολή 
υ∆
�

 (µικρότερη γωνία ∆θ), τείνει να γίνει κάθετη στην ταχύτητα υ
�
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Σελίδα  3  (από 21) 

Αν αναλύσουµε µια στοιχειώδη µεταβολή υd
�

 της ταχύτητας υ
�

 σε δύο συνιστώσες, 
παράλληλα και κάθετα προς αυτήν, τότε: 

• Η παράλληλη ή επιτρόχια συνιστώσα Ευd
�

 
σχετίζεται µε τη µεταβολή του µέτρου της 
ταχύτητας.  

• Αντίθετα, η κάθετη µεταβολή Κυd
�

 σχετίζεται 
µε τη µεταβολή της κατεύθυνσης της 
ταχύτητας. 

 

Από τη σχέση ΚE υdυdυd
���

+=  προκύπτει: 
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Μπορούµε να αντιστοιχίσουµε από µια συνιστώσα επιτάχυνσης στη µεταβολή του 
καθενός από τα δύο χαρακτηριστικά της ταχύτητας: 

• Την επιτρόχια επιτάχυνση Εα
�

 συγγραµµική µε 
την ταχύτητα υ

�
 (εφαπτοµένη στην τροχιά, επί 

της τροχιάς) που σχετίζεται µε τη µεταβολή του 
µέτρου της, και έχει µέτρο: 

dt

υd
αΕ

�

=    ή πιο απλά   
dt
dυ

αΕ =    ((55)) 

• Την κεντροµόλο επιτάχυνση Κα
�

κάθετη στην ταχύτητα υ
�

 (µε κατεύθυνση προς 
το εσωτερικό της τροχιάς) που σχετίζεται µε τη µεταβολή της κατεύθυνσης και 
έχει µέτρο: 

R
υ

α
2

K =    ((66)) 

(Όπου υ το µέτρο της ταχύτητας και R η ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς). 

 

Αν σε µια επίπεδη κίνηση επιλέξουµε ορθογώνιο 
σύστηµα αξόνων ε, κ παράλληλου και κάθετου 
αντίστοιχα στην ταχύτητα και αναλύσουµε σ’ 
αυτούς τις δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα: 

αmFΣ
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=    → 
ΣFε = m αε 
ΣFκ = m ακ 

((77)) 
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∆. Μητρόπουλος Στερεό 

 

Σελίδα  4  (από 21) 

Με την ανάλυση αυτή, η επιτρόχια συνιστώσα ΣFε είναι αυτή που προκαλεί 
µεταβολή στο µέτρο της ταχύτητας, ενώ η κάθετη συνιστώσα ΣFκ είναι αυτή που 
παίζει ρόλο κεντροµόλου δύναµης και αναγκάζει το σώµα να διαγράψει 
καµπυλόγραµµη τροχιά, µεταβάλλοντας την κατεύθυνση της ταχύτητάς του. 

  

Συνηθισµένες περιπτώσεις επίπεδων κινήσεων που έχουµε συναντήσει: 

Ισορροπία ή κίνηση µε σταθερή ταχύτητα (ΕΟΚ) 
ΣFε = 0 
ΣFκ = 0 

Ευθύγραµµη οµαλά µεταβαλλόµενη κίνηση (ΕΟΜΚ) 
ΣFε = m αε = m α = σταθ. 
ΣFκ = 0 

Ευθύγραµµη µεταβαλλόµενη κίνηση 
ΣFε = m αε = m α ≠ σταθ. 
ΣFκ = 0 

Οµαλή κυκλική κίνηση 
ΣFε = 0 
ΣFκ = m ακ = m α = σταθ. (µέτρο) 

Κυκλική (R=σταθ.) ή καµπυλόγραµµη κίνηση (R≠σταθ.) 
ΣFε = m αε 
ΣFκ = m ακ 
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Σελίδα  5  (από 21) 

ΒΒ))  ΣΣττεερρεεόό  σσώώµµαα  

Η κινηµατική του στερεού 

Η γενική µετατόπιση στερεού είναι  µεταφορά 
και περιστροφή (θεώρηµα Chasles). 

Για τη µελέτη της κίνησής του χρησιµοποιούµε 
συνήθως δύο συστήµατα αναφοράς. Το πρώτο 
QXYZ είναι σταθερά προσαρτηµένο στο στερεό 
µε την αρχή του Q να συµπίπτει µε κάποιο 
σηµείο του στερεού. Το σηµείο αυτό µπορεί να 
είναι οποιοδήποτε σηµείο του στερεού. 

Ως προς το δεύτερο που είναι κάποιο 
αδρανειακό σύστηµα Oxyz προσδιορίζουµε τη 
θέση της αρχής καθώς και τον προσανατολισµό 
του πρώτου συστήµατος. 

Η γενική κίνηση στερεού έχει 6 βαθµούς 
ελευθερίας. Χρειάζονται τρεις µεταβλητές για 
τον προσδιορισµό της θέσης του Q ως προς Ο 
και άλλες τρεις για τον προσανατολισµό των X, 
Y, Z αξόνων ως προς τους x, y, z.  

Στη περίπτωση της επίπεδης κίνησης, όλα τα 
σηµεία του στερεού κινούνται επάνω σε ένα 
επίπεδο, π.χ. το (x,y), ή σε επίπεδα παράλληλα 
προς αυτό, και η περιστροφή γίνεται περί άξονα 
κάθετο σ’ αυτό, π.χ. τον z. Έτσι οι αναγκαίες 
µεταβλητές περιορίζονται σε 3. ∆ηλαδή δύο για 
τη θέση του Q και µία για τη στροφή περί τον 
άξονα. 

 

α) Μεταφορική κίνηση στερεού 

Αν κατά την κίνηση ενός στερεού, όλα τα σηµεία του έχουν κάθε στιγµή ίδια 
ταχύτητα τότε το στερεό µεταφέρεται στο χώρο χωρίς να αλλάζει προσανατολισµό. 

Η επιτάχυνση όλων των σηµείων είναι κι αυτή κάθε στιγµή ίδια, καθώς και η 
µετατόπισή τους σε οποιοδήποτε χρονικό διάστηµα. Οι τροχιές τους είναι ίδιες και 
µπορούν µε παράλληλη µεταφορά να συµπέσουν. 

Σε περίπτωση επίπεδης κίνησης οι τροχιές των σηµείων είναι επίπεδες και τα επίπεδά 
τους είναι παράλληλα.  

 

β) Στροφική κίνηση στερεού γύρω από σταθερό άξονα 

Αν κατά την κίνηση του στερεού ένα σηµείο του παραµένει ακίνητο, τότε από το 
σηµείο αυτό διέρχεται άξονας γύρω από τον οποίο στρέφεται το στερεό (θεώρηµα 
Euler). Όλα τα σηµεία του διαγράφουν κυκλικές τροχιές σε επίπεδα κάθετα προς τον 
άξονα και τα κέντρα τους πάνω του. 
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Σελίδα  6  (από 21) 

Η γωνιακή ταχύτητα και η γωνιακή επιτάχυνση είναι τώρα κοινή κάθε στιγµή για όλα 
τα σηµεία, καθώς και η γωνιακή µετατόπιση σε οποιοδήποτε χρονικό διάστηµα. 

Στην επίπεδη κίνηση που µελετάµε στα πλαίσια του σχολικού, ο άξονας περιστροφής 
είναι κύριος άξονας αδράνειας του στερεού, έχει σταθερή διεύθυνση και όλα τα 
διανυσµατικά µεγέθη που περιγράφουν τη στροφική του κίνηση έχουν τη διεύθυνση του 
άξονα. 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

Τονίζεται ότι τα κινηµατικά µεγέθη που περιγράφουν 
τη στροφική κίνηση του στερεού (γωνιακή µετατόπιση 
– ταχύτητα – επιτάχυνση) είναι ανεξάρτητα της 
επιλογής του σηµείου αναφοράς Ο΄ του στερεού ως 
προς το οποίο θεωρούµε ότι γίνεται η περιστροφή. 

Στο διπλανό σχήµα για παράδειγµα, έχουµε γενική 
µετατόπιση στερεού από τη «θέση» Θ1 στη Θ2. Αν 
θεωρήσουµε εναλλακτικά το Α ή το Β σαν σηµείο 
αναφοράς, τότε η γενική µετατόπιση Θ1→Θ2 
αντιστοιχεί σε διαφορετική µετατόπιση του σηµείου αναφοράς, Ar∆

�
 ή Br∆

�
 σε κάθε 

περίπτωση, αλλά στην ίδια γωνία στροφής ∆θ. 

 

γ) Επίπεδη κίνηση στερεού 

Η επίπεδη κίνηση στερεού είναι µία σύνθετη κίνηση και περιγράφεται όπως είδαµε µε 
τρεις µεταβλητές, δύο για τη θέση κάποιου σηµείου αναφοράς Q του στερεού στο 
επίπεδο (x,y) και µία για τον προσανατολισµό του, τη στροφή δηλαδή του στερεού 
γύρω από άξονα κάθετο στο επίπεδο (x,y) που διέρχεται από το Q. 

Με τη βοήθεια των τριών αυτών µεταβλητών, π.χ. x(t), y(t) και θ(t), µπορούµε να 
γνωρίζουµε οποιαδήποτε στιγµή τη θέση κάθε άλλου σηµείου του στερεού, εποµένως 
και τη «θέση» του στερεού στο χώρο. 

• Αν το στερεό δεν αλλάζει προσανατολισµό, τότε θεωρούµε ότι εκτελεί 
µεταφορική κίνηση και αρκούν δύο µεταβλητές x(t), y(t) για τη θέση του σηµείου 
αναφοράς. 

• Αν κάποιο σηµείο του Q µένει ακίνητο, τότε θεωρούµε ότι το στερεό εκτελεί 
στροφική κίνηση ως προς σταθερό άξονα που διέρχεται από το Q, και αρκεί µία 
µεταβλητή θ(t) για τον προσδιορισµό της στροφής ως προς τον σταθερό αυτό 
άξονα. 

• Αν κανένα σηµείο του στερεού δεν µένει ακίνητο, τότε µπορούµε να επιλέξουµε 
τυχαίο σηµείο Q ως σηµείο αναφοράς και να προσδιορίσουµε τις µεταβλητές 
x(t), y(t) για τη θέση του, καθώς και την θ(t) για τη στροφή του στερεού ως προς 
άξονα που διέρχεται από το σηµείο αυτό. 

Επειδή η επιλογή τυχαίου σηµείου αναφοράς Q καθιστά την περιγραφή της κίνησης 
του στερεού πολύπλοκη, εξυπηρετεί συνήθως η επιλογή του κέντρου µάζας CM του 
στερεού ως τέτοιου σηµείου.  

Μπορούµε λοιπόν να θεωρούµε γενικά τη σύνθετη κίνηση του στερεού ως 
συνδυασµό δύο ταυτόχρονων κινήσεων: 
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Σελίδα  7  (από 21) 

1) Μιας µεταφορικής κίνησης, για την περιγραφή της οποίας µελετάµε την κίνηση 
του κέντρου µάζας του στερεού, και  

2) Μιας στροφικής κίνησης περί άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας. 

 

Το κέντρο µάζας CΜ 

Το κέντρο µάζας ενός συστήµατος Ν υλικών σωµατιδίων m1, m2, …, mN ορίζεται 
από τη σχέση: 

CM
i

ii rMrm
��

=∑    ((88)) 

Mε πρώτη παραγώγιση  προκύπτει: 

CM
i

ii υMυm
��

=∑    ((99))   ή   CM
i

i pp
��

=∑    ((99αα)) 

Και µε δεύτερη παραγώγιση: 

αν οι µάζες m1, m2, … είναι σταθερές   CM
i

ii αMαm
��

=∑    ((1100))  

ή γενικότερα   
dt
pd

dt
pd CM

i

i

��

=∑    ((1100αα)) 

Η (8) δεν διδάσκεται στο Λύκειο, µπορούµε λοιπόν να χρησιµοποιήσουµε την (9) σαν 
εναλλακτική σχέση ορισµού του CM, η οποία το προσδιορίζει ως «σηµείο εφαρµογής 
της συνολικής ορµής» του συστήµατος των Ν σωµατιδίων. 

Μπορούµε επίσης να προσδιορίσουµε έµµεσα το CM, ως «κέντρο βάρους», µια και 
τα δύο σηµεία συµπίπτουν µέσα στο (οµογενές) βαρυτικό πεδίο. 

 

Ο 2ος νόµος του Νεύτωνα και η κίνηση του κέντρου µάζας 

Το µηχανικό στερεό ορίζεται ως ένα σύνολο Ν υλικών σηµείων ή σωµατιδίων m1, 
m2, … µε σταθερές σχετικές θέσεις µεταξύ τους, ακόµη και κάτω από την επίδραση 
εξωτερικών δυνάµεων, ώστε το σχήµα του στερεού να παραµένει αµετάβλητο. Η 
ιδιότητα αυτή οφείλεται στη δράση περιοριστικών εσωτερικών αλληλεπιδράσεων 
ανάµεσα στα σωµατίδια. Οι αλληλεπιδράσεις αυτές είναι συγγραµµικές και στο 
σύνολό τους αλληλοαναιρούνται. 

Θεωρώντας τις µάζες m1, m2, … σταθερές, εφαρµόζουµε σε κάθε σωµατίδιο τον 2ο 

νόµο στη µορφή ii
i

i αm
dt
pd

F
�

�
�

==  και αθροίζουµε, οπότε προκύπτει: 

∑=
i

iiαmFΣ
��

   ((1111)) 

Το 1ο µέλος είναι η συνισταµένη των εξωτερικών δυνάµεων που ασκούνται στο στερεό 
(οι εσωτερικές αλληλεπιδράσεις απλοποιούνται). 
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Από τη σχέση (10), που είδαµε πιο πριν για το κέντρο µάζας, και την (11) προκύπτει 
ότι: 

 

CMαMFΣ
��

=    ((1122))     ή και πιο γενικά    
dt
pd

FΣ CM

�
�
=    ((1122αα)) *  

∆ηλαδή ο 2ος νόµος του Νεύτωνα στη µορφή (12) ή (12α) περιγράφει την κίνηση του 
κέντρου µάζας του στερεού. Χρησιµοποιώντας τη µορφή αυτή αντιµετωπίζουµε 
αφαιρετικά το στερεό ως υλικό σηµείο µάζας Μ που βρίσκεται στη θέση του 
κέντρου µάζας.  

Μ’ άλλα λόγια η σχέση αυτή είναι µια αθροιστική εφαρµογή του θεµελιώδους νόµου 
για υλικό σηµείο, σε ένα «συλλογικό» υλικό σηµείο, το κέντρο µάζας. ∆εν 
ενδιαφέρουν οι διαστάσεις του στερεού, ο προσανατολισµός του ή ο χώρος που 
καταλαµβάνει. 

(*  Στη βιβλιογραφία αναφέρεται και σαν 1ος νόµος του Euler) 

 

Ο 2ος νόµος του Νεύτωνα και ο προσανατολισµός του στερεού 

Αν τώρα εφαρµόσουµε σε κάθε σωµατίδιο τον 2ο νόµο στη γενικευµένη µορφή του, 
µε όρους ροπής και στροφορµής ως προς τυχαίο ακίνητο σηµείο Ο στο αδρανειακό 

µας σύστηµα (σχέση 2), δηλαδή  
dt
pd

rFr i
iii

�
���
×=×   και αθροίσουµε, προκύπτει: 

( )
(O)

(O) dt
Ld

τΣ 







=

�
�

   ((1133)) *   

Το 1ο µέλος είναι η συνισταµένη των ως προς Ο ροπών των εξωτερικών δυνάµεων 
που ασκούνται στο στερεό και το 2ο µέλος είναι ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής 
του στερεού ως προς το σηµείο αυτό. 

(*  Αναφέρεται και σαν 2ος νόµος του Euler) 

 

Η σχέση (13) δεν είναι πάντα εύκολα εφαρµόσιµη. Μας 
εξυπηρετεί συνήθως να χρησιµοποιούµε σηµείο που ανήκει στο 
στερεό, έστω Q. Μπορεί να αποδειχθεί ότι ως προς το σηµείο 
αυτό ο 2ος νόµος παίρνει τη µορφή: 

( ) QQ

(Q)

(Q) αrm
dt
Ld

τΣ
��

�
�

×′⋅−







=    ((1144))  

Το 1ο µέλος είναι η συνολική ροπή των εξωτερικών δυνάµεων 
ως προς Q. Στο 2ο µέλος έχουµε τον ρυθµό µεταβολής της 
στροφορµής ως Q, καθώς και τον επιπλέον όρο QQ αrm

��
×′⋅−  

mi 

Q 

Ο 

rQ r i 

rQi υi 

rCΜ 

Qr ′  
CΜ 

ir ′  
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όπου Qα
�

 είναι η επιτάχυνση του σηµείου Q ως προς το αδρανειακό σύστηµα Ο και 

Qr ′
�

 η θέση του ως προς το κέντρο µάζας C του στερεού. 

Η ανωτέρω σχέση (14) ξεφεύγει φυσικά από το επίπεδο της Γ΄ Λυκείου, αλλά µε 
κατάλληλη επιλογή του σηµείου Q παίρνει την ίδια µορφή µε τη (13) και είναι 
ισοδύναµη µ’ αυτήν. Τέτοιες περιπτώσεις είναι οι εξής: 

 

1) Το σηµείο Q να είναι ένα ακίνητο σηµείο του στερεού, δηλαδή το στερεό να κάνει 
στροφική κίνηση περί σταθερό άξονα που διέρχεται από το Q, οπότε 0αQ =

�
 και η 

σχέση (14) γίνεται: 

( )
(Q)

(Q) dt
Ld

τΣ 







=

�
�

   ((1155)) 

Αν κατά την κίνηση του στερεού περί τον σταθερό άξονα δεν µεταβάλλεται η ροπή 

αδράνειας του στερεού, τότε ωdΙ)ωd(ILd
���

⋅=⋅=  και η σχέση (15) µπορεί να πάρει 
τη γνωστή µορφή: 

( ) γων(Q)(Q) αΙτΣ
��
⋅=    ((1155αα)) 

 

2) Το σηµείο Q να συµπίπτει µε το κέντρο µάζας του στερεού. Στην περίπτωση αυτή 

CMQ αα
��

=  και 0rQ =′
�

. Η (14) γίνεται: 

( )
(CM)

(CM) dt
Ld

τΣ 







=

�
�

   ((1166)) 

και προφανώς ισχύει ανεξάρτητα από το είδος της κίνησης του κέντρου µάζας του 
στερεού. Ο 2ος όρος στη (16) εκφράζει το ρυθµό µεταβολής της ιδιοστροφορµής 
(spin) του στερεού. 

Αν κατά την περιστροφή του ως προς το CM δεν µεταβάλλεται η ροπή αδράνειας, 
τότε η (16) µπορεί να γραφεί όπως και πριν στη γνωστή µορφή: 

( ) γων(CM)(CM) αΙτΣ
��
⋅=    ((1166αα)) 

 

3) Τα διανύσµατα Qr ′
�

 και Qα
�

 να έχουν την ίδια διεύθυνση. Μ’ άλλα λόγια, ο φορέας 

της επιτάχυνσης του Q να διέρχεται από το κέντρο µάζας CM του στερεού. Το 
εσωτερικό γινόµενο των δύο διανυσµάτων έχει τότε µηδενική τιµή. 

Η περίπτωση αυτή βρίσκει πρακτικά εφαρµογή όταν από το Q διέρχεται στιγµιαίος 
άξονας περιστροφής και θέλουµε να εφαρµόσουµε το 2ο νόµο ως προς αυτόν. Αν ο 
φορέας της Qα

�
 διέρχεται από το CM, τότε η (14) µπορεί πάλι να γραφεί στη µορφή 

(15).  



∆. Μητρόπουλος Στερεό 

 

Σελίδα  10  (από 21) 

Επιπλέον, η µορφή (15α) µπορεί να χρησιµοποιηθεί µε τον πρόσθετο περιορισµό να 
παραµένει σταθερή η ροπή αδράνειας ως προς τον στιγµιαίο άξονα Q. 

∆εδοµένου ότι  
2

QCMQ rMII ′⋅+=
�

 θα πρέπει να µην µεταβάλλεται η απόσταση του 

στιγµιαίου άξονα από το κέντρο µάζας.   

 

ΓΓ))  ΣΣυυµµππεερράάσσµµαατταα  γγιιαα  ττηη  µµεελλέέττηη  ττηηςς  εεππίίππεεδδηηςς  κκίίννηησσηηςς  σσττεερρεεοούύ  
((ωωςς  ππρροοςς  ααδδρρααννεειιαακκόό  σσύύσσττηηµµαα  ΟΟxxyyzz))  

Όπως έχουµε αναφέρει η επίπεδη κίνηση είναι κίνηση των σηµείων του στερεού στο 
επίπεδο (x,y) ή σε παράλληλα προς αυτό, και στροφή του στερεού περί άξονα z 
κάθετο στο (x,y). Όλες οι δυνάµεις που ασκούνται στο στερεό είναι οµοεπίπεδες, επί 
του (x,y) και τα στροφικά µεγέθη συγγραµµικά επί του άξονα z.  

Ι) Κίνηση του κέντρου µάζας CM 

Για την κίνηση του CM έχουµε τις σχέσεις (12α) ή (12) που µπορούµε να 
χρησιµοποιούµε σε κάθε περίπτωση: 

dt
pd

FΣ CM

�
�
=       ή      CMαMFΣ

��
=  

Επιλέγοντας µάλιστα τους άξονες x και y ώστε να είναι αντίστοιχα παράλληλος και 
κάθετος στην ταχύτητα υcm του κέντρου µάζας έχουµε: 

ΣFx = M·αcm 

ΣFy = M·ακ 

Όπου αcm και ακ είναι αντίστοιχα η επιτρόχια και η 
κεντροµόλος επιτάχυνση του CM. 

 

ΙΙ) Περιστροφή του στερεού  

ΙΙ–α)  Η σχέση (13), ισχύει σε κάθε περίπτωση ως προς την αρχή ή οποιοδήποτε άλλο 
ακίνητο σηµείο Ο του αδρανειακού συστήµατος, δηλαδή αλγεβρικά επί νοητού άξονα 
κάθετο στο επίπεδο (x,y) στο σηµείο Ο: 

( )
(O)

(O) dt
Ld

τΣ 







=

�
�

 

Η σχέση αυτή δεν είναι όµως εύχρηστη παρά µόνο σε ορισµένες περιπτώσεις. 

 

ΙΙ–β)  Η πιο εύχρηστη µορφή της προηγούµενης σχέσης είναι η σχέση (16) ή (16α) 
που ισχύει σε κάθε περίπτωση ως προς το CM του στερεού, δηλαδή αλγεβρικά επί 
νοητού άξονα που διέρχεται από το CM και είναι κάθετος στο επίπεδο (x,y): 

( )
(CM)

(CM) dt
Ld

τΣ 







=

�
�

      ή      ( ) γων(CM)(CM) αΙτΣ
��
⋅=  
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ΙΙ–γ)  Αν η περιστροφή γίνεται ως προς σταθερό άξονα κάθετο στο επίπεδο (x,y), 
τότε πιο εύχρηστη µορφή είναι η σχέση (15) ή (15α), όπου Q είναι σηµείο του 
στερεού από το οποίο διέρχεται ο σταθερός άξονας (οµοίως, αλγεβρικά επί του 
άξονα): 

( )
(Q)

(Q) dt
Ld

τΣ 







=

�
�

      ή      ( ) γων(Q)(Q) αΙτΣ
��
⋅=  

 

ΙΙ–δ)  Τέλος, είναι δυνατή και η χρήση της (15) ή της (15α) αν το Q είναι σηµείο του 
αδρανειακού συστήµατος από το οποίο διέρχεται στιγµιαίος άξονας περιστροφής, µε 
την προϋπόθεση όµως ότι ικανοποιούνται οι περιορισµοί που αναφέρθηκαν κατά την 
ανάλυση της κατάλληλης επιλογής σηµείου Q για την εφαρµογή της σχέσης (14). 

 

∆∆))  ΙΙσσοορρρροοππίίαα  σσττεερρεεοούύ  σσώώµµααττοοςς  ((σσττοο  ααδδρρααννεειιαακκόό  σσύύσσττηηµµαα  ΟΟxxyyzz))  

Ι) Ισορροπία του κέντρου µάζας CM 

Όπως προκύπτει και από την προηγούµενη περίπτωση Γ–Ι, αν ικανοποιούνται οι 
συνθήκες: 

_ΣFx = 0_      και      _ΣFy = 0_ 

τότε το CM του στερεού παραµένει ακίνητο ή κινείται µε σταθερή ταχύτητα. 

 

ΙΙ) Στροφική ισορροπία  

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις: 

ΙΙ–α)  Αν το στερεό παραµένει ακίνητο, τότε (επιπλέον των ΣFx=0 και ΣFx=0) 

θα ικανοποιείται η συνθήκη  ( ) 0=(O)τΣ
�

  ως προς οποιοδήποτε σηµείο Ο του στερεού 

ή ακίνητο σηµείο του Οxyz (αλγεβρικά ως προς σταθερό ή νοητό άξονα κάθετο στο 
επίπεδο (x,y). 

 

ΙΙ–β)  Αν το στερεό κάνει µεταφορική κίνηση, τότε ασφαλής επιλογή σηµείου αναφοράς 
είναι το κέντρο µάζας CM του στερεού. 

Λαµβάνουµε δηλαδή ως συνθήκη στροφικής ισορροπίας την ( ) 0=(CM)τΣ
�
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ΕΝΘΕΤΟ 

 

Απόδειξη της σχέσης (14) 

 

Η στροφορµή του στερεού ως προς σηµείο του Q είναι: 

 

( ) →×=∑ iiQi(Q) υmrL
���

 

( ) ( )[ ] →−×−=∑ QiiQi(Q) υυmrrL
�����

 

( ) ( ) →−×







−+








−×−=








∑∑ Qii

QiQi
iQi

(Q)

υυm
dt

rd

dt
rd

dt

υd

dt
υd

mrr
dt
Ld ��

����
��

�

 

Ο δεύτερος όρος είναι:  ( ) 0υmυυυm
dt

rd

dt
rd

QiiQiQii
Qi =×=−×







− ∑∑

����
��

, οπότε 

( ) ∑∑∑ ×+







×−×−=









dt

υd
rm

dt

υd
rm

dt
υd

mrr
dt
Ld Q

Qi
Q

ii
i

iQi

(Q)

�
�

�
�

�
��

�

 

Ο πρώτος όρος είναι η συνισταµένη των ροπών των δυνάµεων που ασκούνται στο 

στερεό, ως προς το σηµείο Q:  ( ) ( )(Q)iQi
i

iQi ΣτFr
dt
υd

mrr =×=×− ∑∑
��

�
��

  οπότε: 

( ) →×+×−=








dt

υd
rM

dt

υd
rMΣτ

dt
Ld Q

Q
Q

CM(Q)

(Q)

�
�

�
�

�

 

( ) ( )
dt

υd
rrMΣτ

dt
Ld Q

CMQ(Q)

(Q)

�
��

�

×−⋅+=







 

 

Η διαφορά  CMQ rr
��

−   εκφράζει το διάνυσµα θέσης  Qr ′
�

  του σηµείου Q ως προς το 

κέντρο µάζας CM του στερεού. Έτσι η σχέση παίρνει τελικά τη µορφή: 

 

( ) QQ(Q)

(Q)

αrMΣτ
dt
Ld ��
�

×′⋅+=







 

 

mi 

Q 

Ο 

rQ r i 
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CΜ 
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ΕΕΦΦΑΑΡΡΜΜΟΟΓΓΕΕΣΣ 

(Το µέτρο της επιτάχυνσης της βαρύτητας δίνεται g = 10m/s². Ακόµα, δίνεται ο πιο 
κάτω πίνακας τριγωνοµετρικών αριθµών και σχέσεων υπολογισµού ροπής αδράνειας). 

ΓΓωωννίίαα  φφ  ηηµµφφ  σσυυννφφ  ΡΡοοππέέςς  ααδδρράάννεειιααςς  

0º 0 0 0,000 0 1,000 

30º π/6 2
1  0,500 2

3  0,866 

37º 0,2π 5
3  0,600 5

4  0,800  

45º π/4 2
2  0,707 2

2  0,707 

53º 0,3π 5
4  0,800 5

3  0,600 

60º π/3 2
3  0,866 2

1  0,500 

90º π/2 1 1,000 1 0,000 

∆ίσκος 
ή 

κύλινδρος 

 

2
cm RM

2
1I =  

Ράβδος 

2
cm LM

12
1I =

2
A LM

3
1I =  

Ορθογώνια πλάκα 

 

( )22
cm βαM

12
1I +=  

Συµπαγής σφαίρα 

2
cm RM

5
2I =  

Σφαιρικός φλοιός 

2
cm RM

3
2I =  

 

 

 

11.. Μικρό σώµα µάζας m=6kg είναι κρεµασµένο από νήµα και 
ισορροπεί σχηµατίζοντας γωνία φ=37º µε την κατακόρυφη. Να 
προσδιορίσετε τα µέτρα της οριζόντιας δύναµης F

�
 που συγκρατεί το 

σώµα και της δύναµης που του ασκεί το νήµα. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

Το σώµα θεωρείται υλικό σηµείο και ισορροπεί, εποµένως: 

ΣFx = 0   →   F – Tx = 0   →   F = T·ηµφ   (1) 

ΣFy = 0   →   Ty – mg = 0   →   T·συνφ = mg   (2) 

Από  (1)   →   _T = 75Ν_   και από  (2)   →   _F = 45N_ 

 

 

22.. Ο άνθρωπος στο διπλανό σχήµα ασκεί µέσω νήµατος 
στο ακίνητο αρχικά κιβώτιο σταθερή δύναµη µέτρου F=200N 
που σχηµατίζει γωνία φ=37º µε το οριζόντιο επίπεδο. Η µάζα 
του κιβωτίου είναι m=40kg, οι διαστάσεις του αµελητέες και 
παρουσιάζει µε το δάπεδο συντελεστή τριβής µορ= 0,4 και 
µολ=0,3. 

i) Να εξετάσετε αν θα κινηθεί το κιβώτιο. 

ii)  Αν ναι, να υπολογίσετε το µέτρο της επιτάχυνσής του. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

Το σώµα θεωρείται υλικό σηµείο και αρχικά είναι ακίνητο. Για να ξεκινήσει θα 
πρέπει η συνιστώσα Fx να υπερνικήσει τη στατική τριβή. Η οριακή στατική τριβή 
είναι Τορ = µορ·Ν. 

CM 
A 

α β 

φ 

F 

mg 

T Ty 

Tx 
m 

+ 

φ 

Ν 

mg 

T 

F 

Fx 

Fy 
+ 
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i) Αναλύουµε τη δύναµη που ασκεί το νήµα σε συνιστώσες: 

Fx = F·συνφ   →   Fx = 120 N 

Fy = F·ηµφ   →   Fy = 160 N 

Υπολογίζουµε τα µέτρα της κάθετης δύναµης στήριξης από το δάπεδο και της 
οριακής τριβής:  

ΣFy = 0   →   N + Fy – mg = 0   →   N = 240 N 

(Ισχύει Ν > 0 δεν κινδυνεύει εποµένως να χάσει την επαφή του µε το έδαφος.) 

Τορ = µορ·Ν   →   Τορ = 96 Ν 

Προφανώς Fx > Τορ εποµένως το κιβώτιο θα κινηθεί. 

 

ii)  Εφόσον κινείται, αναπτύσσεται τριβή ολίσθησης:  Τολ = µολ·Ν = 72 Ν 

Από τον θεµελιώδη νόµο κατά τη διεύθυνση της κίνησης βρίσκουµε το µέτρο της 
επιτάχυνσης του σώµατος: 

ΣFx = m·α   →   Fx – Tολ = m·α   →   _α = 1,2 m/s²_ 

 

 

33.. Μικρό σώµα µάζας m=5kg είναι κρεµασµένο από 
νήµα µήκους ℓ=1m και ισορροπεί κατακόρυφα. 
∆ιατηρώντας το νήµα τεντωµένο, εκτρέπουµε κατά γωνία 
90º, και αφήνουµε το σώµα να πέσει. Αυτό αρχίζει να 
κινείται χωρίς αρχική ταχύτητα, διαγράφοντας κυκλική 
τροχιά ακτίνας ℓ. Τη στιγµή που το νήµα σχηµατίζει γωνία 
φ=53º ως προς την αρχική θέση, ζητούνται: 

i) Το µέτρο της δύναµης που ασκεί το νήµα στο σώµα, 
καθώς και ο ρυθµός µεταβολής του µέτρου της 
ταχύτητάς του. 

ii)  Το µέτρο και η κατεύθυνση του ρυθµού µε τον οποίο 
µεταβάλλεται η ταχύτητα του σώµατος. 

Να θεωρήσετε γνωστό ότι το µέτρο της ταχύτητας που 

αποκτά το σώµα στη θέση αυτή είναι  ηµφ2gυ ℓ= . 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

i) Το σώµα θεωρείται υλικό σηµείο και κινείται διαγράφοντας καµπυλόγραµµη 
τροχιά. Η συνισταµένη των δυνάµεων που ασκούνται πάνω του θα πρέπει συνεπώς 
να έχει και επιτρόχια και κεντροµόλο συνιστώσα, υπεύθυνες αντίστοιχα για τη 
µεταβολή του µέτρου και της κατεύθυνσης της ταχύτητας. Έτσι έχουµε: 

ΣFx = m·αε   →   mg·συνφ = m·αε   →   αε = g·συνφ = 6 m/s²   (1) 

ΣFy = m·ακ   →   Τ – mg·ηµφ = m·υ²/ℓ   →   _Τ = 3mg·ηµφ = 120 Ν_  

Η επιτρόχια επιτάχυνση (1) εκφράζει το ρυθµό µεταβολής του µέτρου της ταχύτητας 
του σώµατος. Οπότε: 

_d|υ
� |/dt = αε = 6 m/s²_ 

 

φ 

T 

mg 

mg·συνφ 

m + 

mg·ηµφ 

(υo=0) 

ℓ 

θ 

ακ 

αε 

α 

υ 

υ 

υ΄= υ + dυε 

dυ 
dυε 

dυκ 
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ii)  Ο ρυθµός µεταβολής της ταχύτητας είναι η επιτάχυνση α
�

 του σώµατος, της 
οποίας οι συνιστώσες είναι οι αε και ακ. Το µέτρο της κεντροµόλου επιτάχυνσης 
είναι ακ = υ²/ℓ = 16m/s². 

Έτσι, ο ζητούµενος ρυθµός είναι: 

_| υd
� |/dt = α = 2

κ

2
ε

αα +  ≈ 17 m/s²_ 

 

 

44.. Να επαναλάβετε τα ερωτήµατα (i) και (ii) της 
προηγούµενης άσκησης (3), υποθέτοντας τώρα ότι το σώµα 
αφήνεται να πέσει µε µηδενική ταχύτητα όταν το τεντωµένο 
νήµα σχηµατίζει γωνία φ µε την οριζόντια διεύθυνση. 

(∆ίνονται:  m=5kg,  ℓ=1m,  φ=53º). 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

i) Το ακίνητο αρχικά σώµα αρχίζει να κινείται διαγράφοντας 
καµπυλόγραµµη τροχιά. Η κεντροµόλος επιτάχυνση τη στιγµή της 
εκκίνησης είναι  ακ = υο²/ℓ = 0. 

Από τον 2ο νόµο έχουµε: 

ΣFx = m·αε   →   mg·συνφ = m·αε   →   αε = g·συνφ = 6 m/s² 

ΣFy = m·ακ = 0   →   Τ – mg·ηµφ = 0   →   _Τ = mg·ηµφ = 40 Ν_  

Ο ρυθµός µεταβολής του µέτρου της ταχύτητας του σώµατος είναι όπως και πριν: 

_d|υ
� |/dt = αε = 6 m/s²_ 

 

ii)  Ο ρυθµός µεταβολής της ταχύτητας είναι η επιτάχυνση α
�

 του σώµατος, που 
τώρα όµως συµπίπτει µε την επιτρόχια συνιστώσα της. Έτσι: 

_| υd
� |/dt = α = 6 m/s²_ 

 

 

55.. Η αβαρής λεπτή ράβδος του διπλανού σχήµατος έχει 
µήκος L  και µπορεί να στρέφεται χωρίς τριβές γύρω από 
σταθερό οριζόντιο άξονα που περνάει από το ένα της άκρο Ο 
και είναι κάθετος στο επίπεδο περιστροφής της. Στο άλλο της 
άκρο είναι στερεωµένο µικρό σφαιρίδιο Σ1 µάζας m=5kg.  

Το σύστηµα ισορροπεί αρχικά στη θέση µέγιστης δυναµικής 
ενέργειας, αλλά αρχίζει να κινείται λόγω αστάθειας και το 

σφαιρίδιο αποκτά ταχύτητα µέτρου 2gLυ = τη στιγµή που η 

ράβδος διέρχεται από την οριζόντια θέση. 

i) Να δείξετε ότι οι δυνάµεις που δέχεται η αβαρής ράβδος στα δύο άκρα της είναι 
κάθε στιγµή αντίθετες και κατά τη διεύθυνση του διαµήκη άξονά της. 

Ο 

Σ1 (υο=0) 

υ 

φ 

T 

mg 

mg·συνφ 

m + 

mg·ηµφ 
(υo=0) 

ℓ 

α=αε 
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ii)  Να σχεδιάσετε τις δυνάµεις που ασκούνται στα δύο σώµατα του συστήµατος, 
όταν η ράβδος περνάει από την οριζόντια θέση, και να υπολογίσετε τα µέτρα 
τους, καθώς και την επιτάχυνση του σφαιριδίου. 

iii)  Να επαναλάβετε το προηγούµενο ερώτηµα (ii) θεωρώντας όµως ότι το σύστηµα 
αφήνεται ελεύθερο µε µηδενική ταχύτητα από τη θέση αυτή. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

i) Υποθέτουµε ότι η (λεπτή) ράβδος κάνει επίπεδη κίνηση σε 
επίπεδο (Ε) που την περιέχει. Έστω ακόµα ότι δέχεται στα δύο 

άκρα της δυνάµεις 1F
�

 και 2F
�

οµοεπίπεδες µε αυτήν. 

Θεωρούµε ότι η µάζα της ράβδου είναι σχεδόν µηδενική (M≈0). 
Εποµένως, και για το βάρος της, αλλά και για τη ροπή αδράνειάς 
της ως προς κάθε άξονα κάθετο στο επίπεδο (Ε), θα ισχύει το ίδιο. 
Αναλύουµε σε άξονες X,Y του επιπέδου, παράλληλο και κάθετο 
αντίστοιχα στη ράβδο. Από τους νόµους κίνησης έχουµε 
(αλγεβρικά): 

Για την κίνηση του κέντρου µάζας της ράβδου, 

ΣFx = M·αx ≈ 0   →   F1x + F2x ≈ 0   →   F1x ≈ –F2x   (1) 

ΣFy = M·αy ≈ 0   →   F1y + F2y ≈ 0   →   F1y ≈ –F2y   (2) 

Για την περιστροφή της ως προς σταθερό άξονα που διέρχεται από κάποιο σηµείο 
της ή, αν δεν υπάρχει σταθερός άξονας, ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο 
µάζας της, 

Στ = Ι·αγων ≈ 0   (3) 

Από την (1) βλέπουµε ότι οι δύο συγγραµµικές συνιστώσες F1x και F2x είναι 
αντίθετες, εποµένως η συνολική ροπή τους ως προς οποιοδήποτε σηµείο είναι 
µηδενική. 

Από την (2) φαίνεται όµως ότι οι άλλες δύο συνιστώσες F1y και F2y αποτελούν 
ζεύγος, µε ροπή µέτρου τ = F·L , όπου F = |F1y| = |F2y| το κοινό µέτρο τους. 

Η (3) γίνεται εποµένως:   F·L ≈ 0   →   F = |F1y| = |F2y| ≈ 0   (3α) 

Για θεωρητικά αβαρή ράβδο τώρα, οι σχέσεις (1), (2) και (3α) γίνονται ακριβείς 

ισότητες, µε αποτέλεσµα οι δυνάµεις 1F
�

 και 2F
�

 να συµπίπτουν µε τις αντίστοιχες 

συνιστώσες τους στον Χ άξονα, να είναι δηλαδή αντίθετες και συγγραµµικές, κατά 
τη διεύθυνση του διαµήκη άξονα της ράβδου. 

 

ii)  Στο προηγούµενο ερώτηµα (i) χρησιµοποιήσαµε 
τον θεµελιώδη νόµο για την κίνηση της ράβδου και 
οδηγηθήκαµε στο συµπέρασµα ότι στα άκρα της 
µπορούν να ασκούνται µόνο αντίθετες και κατά τον 
διαµήκη άξονά της δυνάµεις. 

Στο σφαιρίδιο Σ1 (που το θεωρούµε υλικό σηµείο) ασκούνται το βάρος gm
�

 και, 

σύµφωνα µε τα προηγούµενα, µια οριζόντια δύναµη F
�

 από τη ράβδο που αποτελεί 

την αντίδραση της F′
�

 που δέχεται η ράβδος από το Σ1. 

Στην αβαρή ράβδο ασκούνται οι οριζόντιες δυνάµεις F′
�

 από το Σ1 και F ′′
�

 από τον 
άξονα περιστροφής Ο. Για τα µέτρα των τριών οριζόντιων δυνάµεων ισχύει 
προφανώς: 

F
�

= F′
�

= F ′′
�

= F 

Η δύναµη F
�

 παίζει ρόλο κεντροµόλου και το Σ1 έχει κεντροµόλο επιτάχυνση: 

F1x 

F2x 

F1y 

F2y 

F1 

F2 (Ε) 

+ 

Σ1 F F΄ 

F˝ 
mg 

υ 

αε 

ακ 

α θ 
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( )
2g

L

2gL

L

υ
α

2
2

κ
===    (4) 

Από τον 2ο νόµο για την κίνηση του σφαιριδίου έχουµε: 

ΣFy = m·αε   →   mg = m·αε   →   αε = g   (5) 

και 

ΣFx = m·ακ   →   F = m·ακ   →   _F = 2mg = 100 N_ 

Τέλος µέσω των (4) και (5), βρίσκουµε το µέτρο και την κατεύθυνση της 
επιτάχυνσης του Σ1: 

_α = 5gαα
2
κ

2
ε

=+  ≈ 22,4 m/s²_   και   0,5
α

α
εφθ

ε

κ

==    →   _θ ≈ 63º_ 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ: 

Ι) Παρατηρείστε ότι η αβαρής ράβδος «αναγκάζεται» να ασκήσει δύναµη εξαιτίας 
της ταχύτητας του σφαιριδίου, συγκρατώντας το έτσι στην κυκλική του τροχιά. 

Αν υποθέσουµε ότι αφήναµε ελεύθερο το σύστηµα ράβδου – σφαιριδίου να κινηθεί 
χωρίς αρχική ταχύτητα από την οριζόντια αυτή θέση, τότε η αρχική του επιτάχυνση 
θα ήταν g

�
 αφού θα δεχόταν µόνο το βάρος gm

�
. 

 

ΙI)  Η σχέση 2gLυ =  που δίνεται στην εκφώνηση για το µέτρο της ταχύτητας του 

σφαιριδίου, όταν η ράβδος γίνεται οριζόντια, έχει προκύψει προφανώς από τη 
διατήρηση της µηχανικής ενέργειας, και τη µηδενική µάζα της ράβδου: 

Κτελ = Uαρχ   →   ½·m·υ² = mgL   →   2gLυ =  

Η σχέση αυτή είναι εκφυλισµένη µορφή (λόγω της µηδενικής µάζας της ράβδου) της 
γενικότερης σχέσης που προκύπτει από τη διατήρηση της µηχανικής ενέργειας κατά 
την κίνηση του στερεού «ράβδος – σφαιρίδιο»: 

Αν θεωρήσουµε τα δύο αυτά σώµατα ως ένα ενιαίο στερεό, τότε το κέντρο µάζας 
του βρίσκεται σε απόσταση L  από τον άξονα Ο, συµπίπτει δηλαδή µε το σφαιρίδιο – 
υλικό σηµείο Σ1. 

Κατά τη στροφική κίνηση ενός τέτοιου στερεού ως προς Ο ισχύει γενικά:  

Κτελ = Uαρχ  →  ½·I (O)·ω² = 2gL  →  ½·(⅓·ΜL² + m·L²)·(υ/L)² = 2gL    

και αν Μ → 0 τότε προκύπτει:  ½·m·υ² = 2gL 

Αν πάλι θεωρήσουµε την κίνηση του στερεού ως σύνθετη, µεταφορική – στροφική 
ως προς CM,  τότε ισχύει γενικά:  

Κτελ = Uαρχ  →  ½·I (CM)·ω² + ½·(M+m) ·υCM² = mgL   

και αν Μ → 0 το CM συµπίπτει όπως είπαµε µε το υλικό σηµείο Σ1. Τότε I (CM) = 0  
και  υCM = υ  οπότε προκύπτει πάλι:  ½·m·υ² = 2gL 

 

ΙΙΙ) Στο ερώτηµα (ii) θα µπορούσαµε εναλλακτικά να 
απαντήσουµε µελετώντας την κίνηση του ενιαίου στερεού 
«ράβδος – σφαιρίδιο»: 

Η κίνηση αυτή είναι στροφική ως προς Ο, εποµένως: 

Στ(O)  = Ι(O) ·αγων  → 

mgL = (⅓·ΜL² + m·L²)·αγων    → →0M    αγων = g/L   (6) 

Σ1 

Fo 

mg 

υ 
Ο 

αε 

ακ 

α θ 

Foy 

Fox 

ω αγων 
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Ισχύει επίσης:  υ = L·ω  →   dυ/dt = L·dω/dt  →   αε = L·αγων  →(6)   αε = g   (7) 

 

Και από την κίνηση του CM του στερεού, που για Μ → 0 συµπίπτει µε το Σ1: 

ΣFy = m·αε   →(7)    mg – Foy = m·g   →   _Foy = 0_    

ΣFx = m·ακ   →   Fox = m·ακ   →(4)    _Fox = 2mg = 100 N_  

κλπ. 

 

 

66.. Η αβαρής λεπτή ράβδος του διπλανού σχήµατος έχει 
µήκος L  και µπορεί να στρέφεται χωρίς τριβές γύρω από 
σταθερό οριζόντιο άξονα που περνάει από το ένα της άκρο Ο 
και είναι κάθετος στο επίπεδο περιστροφής της. Στο άλλο της 
άκρο Κ είναι στερεωµένος µε κατάλληλο µηχανισµό λεπτός 
οµογενής δίσκος Σ2 µάζας m=5kg και ακτίνας R, ώστε ο 
άξονάς του να διέρχεται από το Κ, να µπορεί να 
περιστρέφεται ελεύθερα γύρω από αυτόν και το επίπεδό του 
να συµπίπτει µε το επίπεδο περιστροφής της ράβδου. 

Το σύστηµα ισορροπεί αρχικά στην πάνω ακραία θέση, αλλά αρχίζει να κινείται λόγω 
αστάθειας. 

Να σχεδιάσετε τις δυνάµεις που ασκούνται στα δύο σώµατα του συστήµατος, όταν η 
ράβδος περνάει από την οριζόντια θέση, και να υπολογίσετε τα µέτρα τους, καθώς 
και τη γωνιακή επιτάχυνση του συστήµατος στην ίδια θέση. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

Ο δίσκος Σ2 µπορεί να δεχτεί µόνο δυνάµεις που 
διέρχονται από το κέντρο µάζας του. 

Εφόσον είναι αρχικά ακίνητος, µπορεί να εκτελέσει 
µόνο µεταφορική κίνηση. Συνεπώς µπορούµε 
αφαιρετικά να τον θεωρήσουµε ως υλικό σηµείο Σ1 
ίδιας µάζας προσκολληµένο στο άκρο Κ της ράβδου. 

Το πρόβληµα ανάγεται λοιπόν στο προηγούµενο (5). 

 

 

77.. Η αβαρής λεπτή ράβδος του διπλανού σχήµατος έχει 
µήκος L=2m και µπορεί να στρέφεται χωρίς τριβές γύρω από 
σταθερό οριζόντιο άξονα που περνάει από το ένα της άκρο Ο 
και είναι κάθετος στο επίπεδο περιστροφής της. Στο άλλο της 
άκρο Κ είναι στερεωµένος µε κατάλληλο µηχανισµό λεπτός 
οµογενής δίσκος Σ2 µάζας m=5kg και ακτίνας R=0,4m, ώστε 
ο άξονάς του να διέρχεται από το Κ, να µπορεί να 
περιστρέφεται ελεύθερα γύρω από αυτόν και το επίπεδό του 
να συµπίπτει µε το επίπεδο περιστροφής της ράβδου. 

Ο 

Σ2 (υο=0) 

Κ 

Σ2 F΄ F F˝ 

mg 
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Π 

ω 
αγων 



∆. Μητρόπουλος Στερεό 

 

Σελίδα  19  (από 21) 

Τοποθετούµε στη ράβδο πείρο (ή πίρο) Π, έτσι ώστε να µπορεί να ασκεί στο δίσκο 
δύναµη εφαπτοµένη στην περιφέρειά του, και να τον εµποδίζει να στρέφεται ως προς 
τη ράβδο. 

Το σύστηµα ισορροπεί αρχικά στην ανώτερη θέση, αλλά αρχίζει να κινείται λόγω 
αστάθειας. 

i) Να υπολογίσετε τη γωνιακή επιτάχυνση του συστήµατος τη στιγµή που η ράβδος 
περνάει από την οριζόντια θέση. 

ii)  Στην ίδια θέση, να σχεδιάσετε τις δυνάµεις που ασκούνται στα δύο σώµατα του 
συστήµατος και να υπολογίσετε τα µέτρα τους. 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

i) Χρησιµοποιούµε τον θεµελιώδη νόµο της στροφικής κίνησης ως προς Ο στη θέση 
όπου η ράβδος είναι οριζόντια. 

Το σύστηµά µας αποτελείται από δύο σώµατα που στρέφονται µε κοινή γωνιακή 
ταχύτητα και γωνιακή επιτάχυνση αφού αποτελούν ένα ενιαίο στερεό. Η ροπή 
αδράνειας ως προς το σταθερό άξονα Ο είναι: 

Ι(O) = Ιράβδου + Ιδίσκου = (⅓·ΜL²) + (½·m·R² + m·L²)  → →0M  Ι(O) = m·(½·R² + L²) 

και για τη στροφική κίνηση του στερεού: 

Στ(O)  = Ι(O) ·αγων  →  mg·L = m·(½·R²+L²)·αγων  →  _αγων = 
22 2LR

Lg2

+

⋅⋅
 = 4,902 r/s²_ 

 

ii)  Υπολογίζουµε πρώτα τη γωνιακή 
ταχύτητα ω στην οριζόντια θέση: 

Uτελ + Κτελ = Uαρχ + Καρχ   → 

mg·L = ½·Ι(O)·ω²  → 

ω = 
22 2LR

Lg4

+

⋅⋅
= 3,13 r/s 

Για την κίνηση του κέντρου µάζας του 
στερεού (που συµπίπτει µε το Κ του 
δίσκου) ισχύει: 

ΣFx = m·ακ   →   Αx = m·ω²·L   →   Αx = 98 N 

ΣFy = m·αcm   →   mg – Ay = m·αγων·L   →   Αy = 0,98 N 

 

Άρα η δύναµη που ασκεί ο άξονας Ο έχει µέτρο: 

N98AAA 2
y

2
x ≈+=  

Στη συνέχεια µελετάµε ξεχωριστά την κίνηση της (αβαρούς) ράβδου: 

Στ(O) = 0   →   F1y·L = F2·(L – R)   →   F1y = 0,8·F2 

ΣFx = 0  →  _F1x = Αx = 98 Ν_ 

ΣFy = 0  →  Ay + F1y – F2 = 0   → ⋅= 21y F0,8F
  0,2·F2 = Ay  →  _F2 = 4,9 Ν_  

Σ3 

Σ3 Ο Π 
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και µε αντικατάσταση  F1y = 3,92 Ν 

Οπότε οι δυνάµεις που ασκεί το ένα σώµα στο άλλο στα σηµεία Κ και Π έχουν 
αντίστοιχα µέτρα: 

N98,01FFF 2
1y

2
1x1 =+=    και   _F2 = 4,9 Ν_ 

 

Θα µπορούσαµε εναλλακτικά να µελετήσουµε την κίνηση του δίσκου αντί της 
ράβδου: 

Στ(Κ)  = Ι(Κ) ·αγων   →   F2·R = ½·m·R²·αγων   →   F2 = ½·m·R·αγων = 4,9 Ν 

ΣFx = m·ακ  →  F1x = m·ω²·L = 98 N 

ΣFy = m·αcm   →   mg + F1y – F2 = m·αγων·L   →   F1y = 3,92 Ν   κλπ. 

 

 

88.. Η µπάλα του διπλανού σχήµατος έχει µάζα m=0,5kg και 
στέκεται ακίνητη πάνω στη λεία οριζόντια σανίδα του σχήµατος. 

i) Να προσδιορίσετε τα µέτρα των δυνάµεων που ασκούνται στη 
µπάλα. 

ii)  Τι θα άλλαζε αν ο συντελεστής τριβής σανίδας – µπάλας ήταν 
διάφορος του µηδενός; 

(Να θεωρήσετε τη µπάλα ως σφαιρικό φλοιό µε τη µάζα κατανεµηµένη 
οµοιόµορφα στην περιφέρεια). 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

i) Η µπάλα είναι ακίνητη, και ασκούνται το βάρος και η κάθετη δύναµη στήριξης N
�

 
του δαπέδου, εποµένως ισχύει: 

(ΣFx = 0   αλλά δεν έχουµε οριζόντιες δυνάµεις) 

ΣFy = 0   →   N – mg = 0   →   _N = mg = 5 N_ 

(Στ = 0   ως προς κάθε σηµείο, αλλά δεν µας χρειάζεται) 

 

ii)  Η µπάλα είναι ακίνητη, καµία δύναµη δεν τείνει να την κινήσει, εποµένως δεν 
υπάρχει λόγος εµφάνισης τριβής και έτσι δεν αλλάζει τίποτε. 

 

 

99.. Σε συνέχεια της προηγούµενης εφαρµογής (8), 
συγκρατούµε ακίνητη τη σανίδα σε κλίση φ=37º ως προς το 
οριζόντιο, και αφήνουµε πάνω της τη µπάλα (m=0,5kg) 
ελεύθερη. Αν έχει ακτίνα R=0,12m να προσδιορίσετε τα µέτρα 
των δυνάµεων που ασκούνται πάνω της, καθώς και τη 
µεταφορική και τη γωνιακή της επιτάχυνση, για τρεις 
διαφορετικές τιµές του συντελεστή τριβής (µορ = µολ): 

i) µ = 0 ii) µ = 0,5 iii) µ = 0,1 

N 

mg 

N 

mg 

Τ 

mgx 

mgy 
φ 

αγων 

αcm 



∆. Μητρόπουλος Στερεό 

 

Σελίδα  21  (από 21) 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

i) Εφόσον δεν µπορεί να αναπτυχθεί τριβή, οι δυνάµεις που ασκούνται στην µπάλα 
διέρχονται από το κέντρο µάζας της και ισχύει: 

ΣFx = m·αcm   →   mg·ηµφ = m·αcm   →   _αcm = g·ηµφ = 6 m/s²_ 

ΣFy = 0   →   N – mg·συνφ = 0   →   _N = mg·συνφ = 4 N_ 

Στ(cm) = 0   →   _αγων = 0_   (η µπάλα θα κάνει µεταφορική κίνηση) 

 

ii)  Η µπάλα, λόγω της συνιστώσας mgx του βάρους, τείνει να κινηθεί µεταφορικά. 
Το σηµείο επαφής τείνει να κινηθεί προς τα κάτω, εποµένως αναπτύσσεται τριβή 
αντίθετης φοράς που προκαλεί και στροφική κίνηση. 

Υποθέτουµε αυθαίρετα ότι πρόκειται για στατική τριβή και κύλιση χωρίς ολίσθηση, 
και έχουµε: 

Λόγω κύλισης:   αcm = αγων·R   (1) 

ΣFx = m·αcm   →   mg·ηµφ – Τ = m·αcm   (2) 

ΣFy = 0   →   _N = mg·συνφ = 4 N_   (3) 

Στ(cm) = Ι(cm)·αγων   →(1)    Τ·R = ⅔·m·R²·(αcm/R)    →   Τ = ⅔·m·αcm   (4) 

Από (2) και (4) βρίσκουµε: 

_αcm = 3/5·g·ηµφ = 3, 6 m/s²_    _Τ = 1, 2 Ν_   και από (1)   _αγων = 30 r/s²_ 

Ελέγχουµε τέλος αν είναι σωστή η αρχική υπόθεση: 

Τορ = µ·Ν = 2 Ν  και προφανώς  Τ < Τορ  άρα καλώς υποθέσαµε ότι έχουµε κύλιση. 

 

ii)  Η κάθετη δύναµη από το δάπεδο είναι ίδια όπως πριν: 

_N = mg·συνφ = 4 N_ 

Η οριακή στατική τριβή έχει τώρα µέτρο:   Τορ = µ·Ν = 1 Ν 

Για κύλιση όµως απαιτείται όπως είδαµε πιο πάνω στατική τριβή Τ = 1,2 Ν που δεν 
είναι διαθέσιµη. Έτσι η µπάλα θα ολισθαίνει ταυτόχρονα µε την περιστροφή της και 
η αναπτυσσόµενη τριβή ολίσθησης θα έχει µέτρο _Τ = 1 Ν_ 

Από τον 2ο νόµο έχουµε: 

ΣFx = m·αcm   →   mg·ηµφ – Τ = m·αcm   →   _αcm = 4 m/s²_ 

Στ(cm) = Ι(cm)·αγων   →   Τ·R = ⅔·m·R²·αγων    →   _αγων = 25 r/s²_ 

 

 
∆ιονύσης Μητρόπουλος 


