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ΤΤιι  κκοοιιννόό  έέχχεειι  µµιιαα  ππόόρρτταα,,  έένναα  ……  ρρόόππααλλοο  ττοουυ  bbaasseebbaall ll   
κκααιι  έένναα  φφυυσσιικκόό  εεκκκκρρεεµµέέςς;;   

ΚΚέέννττρροο  κκρροούύσσηηςς,,  κκέέννττρροο  ααιιώώρρηησσηηςς  

 

Σε πόση απόσταση από τον άξονα περιστροφής µιας πόρτας πρέπει να 
στερεώσουµε ένα εµπόδιο (κόντρα ή … ελληνιστί stopper), ώστε να τερµατίζεται η 
διαδροµή της; Πιο κατάλληλη θέση είναι βέβαια να µπαίνει το εµπόδιο στα µισά του 
ύψους της πόρτας (Θέση 1) για να αποφεύγεται η «συστροφή» όταν χτυπάει πάνω 
του απότοµα, αλλά αν ο τοίχος δεν είναι διαθέσιµος, τότε αναγκαστικά στερεώνουµε 
το εµπόδιο στο πάτωµα (Θέση 2). 

Σε πόση απόσταση x όµως; Μήπως ίση µε L, κοντά δηλαδή στο άκρο της πόρτας; 

Σε πρώτη σκέψη φαίνεται λογικό αυτό, διότι όσο πιο κοντά στο άκρο πιάνουµε την 
πόρτα, τόσο πιο εύκολα τη σταµατάµε. 

Ποιο είναι όµως το κριτήριο; Να µην καταπονείται το εµπόδιο όταν χτυπάει η πόρτα 
πάνω του, ή να µην καταπονούνται οι µεντεσέδες της πόρτας; 

 

 

 

ΤΤοο  κκέέννττρροο  κκρροούύσσηηςς  
Ας υποθέσουµε ότι έχουµε τη … ράβδο του ∆ιονύση :-) µάζας 

M  και µήκους L , ακίνητη πάνω στην παγωµένη επιφάνεια της 
λίµνης. Ένα σώµα µάζας m κινείται µε ταχύτητα υ κάθετα προς το 
µήκος της και πέφτει επάνω της σε απόσταση x από το ένα της 
άκρο A ή d από το κέντρο µάζας C (διπλανό σχήµα, κάτοψη). 

Η δύναµη F που ασκείται στη ράβδο της προσδίδει για µικρό 
χρόνο µεταφορική και γωνιακή επιτάχυνση αcm και αγων 
αντίστοιχα, µε µέτρα: 

F = M·αcm  →  αcm = F/M   και 

F·d = I·αγων  →  αγων = F·d/Ι  
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Έτσι, κάθε σηµείο Α της ράβδου, ανάλογα µε τη θέση του, αποκτά κάθετα προς τη 
ράβδο επιτάχυνση  α = αcm ± αεπ η αλλιώς α = αcm ± αγων·r, όπου r  η απόστασή του 
από το C. Με αντικατάσταση (Ι = 1/12·M·L²): 

α = F/M ± F·d·r/Ι  →  
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Είναι φανερό ότι σε κάθε σηµείο πρόσκρουσης P και άσκησης κάθετης δύναµης F 
αντιστοιχεί κάποιο σηµείο Α της ράβδου που θα έχει µηδενική επιτάχυνση: 

α = 0  →  12·d·r = L²  →  
d12
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Το σηµείο Α θα παραµείνει δηλαδή στιγµιαία ακίνητο και θα ορίσει στιγµιαίο 
άξονα περιστροφής για την κίνηση της ράβδου αµέσως µετά την κρούση (πάνω σ’ 
αυτήν, ή πάνω στη «στερεή» και άϋλη προέκτασή της όπως λέει κι ο Νίκος :-)). 

Ή αν διέρχεται σταθερός άξονας από το Α δεν θα δεχτεί από τη ράβδο κάθετη 
δύναµη εξαιτίας της κρούσης. 

Ή τέλος, αν κρατάµε στο σηµείο Α τη ράβδο δεν θα νοιώσουµε το «τράνταγµα» της 
κρούσης! 

Λέµε ότι τα σηµεία Α και P αποτελούν ζευγάρι κέντρου περιστροφής (center of 
rotation, c.o.r.) και κέντρου κρούσης (center of percussion, c.o.p.). Η απόστασή τους 
είναι βέβαια r+d  αφού βρίσκονται εκατέρωθεν του κέντρου µάζας C. 

Αν το σηµείο Α βρίσκεται στο πάνω άκρο της ράβδου, όπως στο σχήµα, τότε r = L/2  
και d = L/6. Η περίπτωση αυτή αποτελεί και την απάντηση στο ερώτηµα µε την 
πόρτα, αφού το σχήµα µε τη ράβδο µπορούµε τώρα να θεωρήσουµε ότι είναι µια 
κάτοψη της πόρτας. Έτσι η ζητούµενη απόσταση x είναι: 

x = L/2 + L/6  →  x = ⅔L 

Φυσικά, µπορούµε να βρούµε το κέντρο κρούσης και πειραµατικά, µε ένα … 
σφυράκι! Τα πιο κάτω σχήµατα µιλάνε από µόνα τους (COG εννοεί το κέντρο 
βάρους): 

    

Την ίδια «µέθοδο» χρησιµοποιούν και στο ρόπαλο του baseball που λόγω του 
σχήµατός του, οι θεωρητικοί υπολογισµοί είναι δύσκολοι! Η γνώση της θέσης του 
κέντρου κρούσης εδώ χρειάζεται αν θέλει ο παίκτης να κτυπήσει 
δυνατά τη µπάλα χωρίς να πονέσει το χέρι του από το τράνταγµα. 
Παρόµοια εφαρµογή έχουµε και στις ρακέτες του τένις, στα ξίφη, κλπ. 

Αν έχετε σκάψει ποτέ µε κασµά (αξίνα) θα θυµάστε πως πονούν τα 
χέρια όταν πέσετε κατά λάθος σε βράχο. Με τη βαριοπούλα όµως 
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µπορούµε να σπάµε µεγάλες πέτρες χωρίς «αντίκτυπο» στους καρπούς µας. 
∆εδοµένου ότι η µάζα της κεφαλής της βαριοπούλας είναι αρκετά µεγαλύτερη από 
αυτή της αξίνας, σκεφτείτε που βρίσκεται το κέντρο κρούσης σε κάθε περίπτωση. 

 

ΤΤοο  κκέέννττρροο  ααιιώώρρηησσηηςς  ήή  κκέέννττρροο  ττααλλάάννττωωσσηηςς  
Από την ανάλυση της ταλάντωσης ενός φυσικού 
εκκρεµούς, προκύπτει η περίοδός του, που είναι: 

Mgr
I

2πT = ,  όπου Ι η ροπή αδράνειάς του ως προς 

τον άξονα που διέρχεται από το σηµείο στήριξης Α και 
r  η απόσταση του σηµείου Α από το κέντρο µάζας C. 

Αν συγκρίνουµε τη σχέση αυτή µε τη γνωστή περίοδο του µαθηµατικού εκκρεµούς 
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= , µπορούµε να υπολογίσουµε το µήκος ℓ ενός µαθηµατικού εκκρεµούς 

ισόχρονου µε το φυσικό. Η σύγκριση δίνει:  
Mr
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=l .  Το µήκος αυτό ονοµάζεται 

ενεργό µήκος (effective length) του φυσικού εκκρεµούς. Το σηµείο του φυσικού 
εκκρεµούς (πάνω στην ευθεία AC) που απέχει απόσταση ℓ από το Α ονοµάζεται 
κέντρο αιώρησης ή κέντρο ταλάντωσης (center of oscillation, c.o.o.) του φυσικού 
εκκρεµούς (αφού µπορούµε θεωρήσουµε συγκεντρωµένη εκεί όλη τη µάζα του, ώστε 
να προκύπτει ισόχρονο µαθηµατικό εκκρεµές). 

Το ενδιαφέρον τώρα είναι το εξής: 

Το εν λόγω κέντρο ταλάντωσης συµπίπτει µε το κέντρο κρούσης του ίδιου σώµατος 
(ως προς τον ίδιο άξονα Α) που περιγράψαµε πιο πάνω. 

Αν βρούµε δηλαδή πειραµατικά µε το σφυράκι και σηµειώσουµε το κέντρο κρούσης 
P πάνω στο φυσικό µας εκκρεµές, τότε η απόσταση (AP) θα είναι ίση µε το ενεργό 
µήκος του ℓ. 

Ή ανάποδα, αν π.χ. κρεµάσουµε το ρόπαλο του baseball και χρονοµετρήσουµε την 

περίοδο αιώρησής του, τότε µπορούµε από τη σχέση 
g
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=  να βρούµε το ενεργό 

µήκος του ℓ και στη συνέχεια από την ισότητα (AP) = ℓ  να προσδιορίσουµε τη θέση 
του κέντρου κρούσης P.  

Μπορούµε να κάνουµε µια ενδεικτική επαλήθευση των ανωτέρω χρησιµοποιώντας τη 
ράβδο του προηγούµενου παραδείγµατος σαν φυσικό εκκρεµές. Θέτουµε Ι=⅓ML² , 
r=L/2  και έχουµε: 
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2πT =    →  
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Από εδώ προκύπτει ότι το ενεργό µήκος της ράβδου είναι   ℓ = ⅔L 

Η τιµή αυτή είναι βέβαια ίδια µε την απόσταση   (AP) = x = ⅔L  που βρήκαµε πριν. 
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