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                                             ΘΕΜΑ Δ 
Ο τροχόσ Δ1 του ςχόματοσ ϋχει μϊζα M =4Κg, ακτύνα R=0,1m και μπορεύ να κυλύεται πϊνω ςτο 
οριζόντιο  δϊπεδο χωρύσ να ολιςθαύνει..O τροχαλύα Δ2  ϋχει επύςησ μϊζα M  ,ακτύνα Rκαι μπορεύ 
να ςτρϋφεται γύρω από οριζόντιο ςταθερό ϊξονα ο οπούοσ  διϋρχεται από το κϋντρο μϊζασ του 
και εύναι κϊθετοσ ςτο επύπεδό του. Η ρϊβδοσ ΚΛ ,ϋχει μόκοσ L =1m μϊζα m =1Kg ωμικό αντύ-
ςταςη R=1Ω   και μπορεύ να κινεύται  κατακόρυφα παραμϋνοντασ διαρκώσ οριζόντια και ςε 
αγώγιμη επαφό με τουσ κατακόρυφουσ μεταλλικούσ οδηγούσ x΄x  και y΄y .Στο χώρο υπϊρχει 

οριζόντιο ομογενϋσ μαγνητικό πεδύο ϋνταςη 

B  .Αρχικϊ η ρϊβδοσ ΚΛ κρατεύται ακύνητη και 

ςτην ςυνϋχεια αςκώντασ    ς΄ αυτόν  κατϊλληλη κατακόρυφη  δύναμη 

F  εξαςφαλύζουμε  να 

κινηθεύ με ςταθερό επιτϊχυνςη μϋτρου α΄. Διαπιςτώνουμε ο τροχόσ Δ1 κυλύεται χωρύσ να ολι-
ςθαύνει και  η τροχαλύα  ςτρϋφεται με ςταθερό γωνιακό επιτϊχυνςη  μϋτρου α΄γ  ,χωρύσ το νό-
μα να ολιςθαύνει κατϊ μόκοσ τησ περιφϋρειϊσ τησ .Οι δύο κατακόρυφοι οδηγού ςυνδϋονται 
αγώγιμα μϋςω αντιςτϊτη αντύςταςησ R1=1Ω.Δύνεται το μϋτρο τησ επιτϊχυνςησ τησ  
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βαρύτηΤασ g=10m/s2.Η ροπό αδρϊνειασ του τροχού   και τησ τροχαλύασ ωσ προσ ϊξονα ο 
οπούοσ  διϋρχεται από το κϋντρο μϊζασ τουσ  και εύναι κϊθετοσ ςτο επύπεδό τουσ , δύνεται από 

την ςχϋςη Ι=
1

2
ΜR2. 

Δ1.Να δεύξετε ότι ο λόγοσ των μϋτρων  1

στ

T

T
 τησ τϊςησ του νόματοσ  (1) προ το μϋτρο τησ 

ςτατικόσ τριβόσ  ϋχει τιμό  3 
 

Δ2.Αν η γωνιακό επιτϊχυνςη τησ τροχαλύασ ϋχει μϋτρο α΄γ=20rad/s2 να υπολογύςετε το παρα-
γόμενο ϋργο από την ροπό τησ τϊςησ Τ1, ςτη διϊρκεια  μιασ πλόρουσ περιςτροφόσ τησ τροχα-
λύασ.  
 

Δ3.Να εκφρϊςετε την αλγεβρικό  τιμό τη δύναμησ 

F  η οπούα αςκεύται ςτη ρϊβδο ΚΛ , ςε ςυ-

νϊρτηςη με τον χρόνο και να την παραςτόςετε γραφικϊ, από την χρονικό ςτιγμό t0=0 ,μϋχρι 
τον μηδενιςμό τησ, τη χρονικό ςτιγμό t1. 
 

Δ4. Αν  τη ςτιγμό  t1, ςτην οπούα μηδενύζεται  το μϋτρο τησ δύναμησ

F  , κοπούν ταυτοχρόνωσ 

τα δύο νόματα ,διαπιςτώνουμε ότι ςτη ςυνϋχεια ο τροχόσ Δ1 κυλιϋται χωρύσ να ολιςθαύνει να 
βρεθούν οι τελικϋσ ταχύτητεσ του δύςκου ,του τροχού και τησ ρϊβδου ΚΛ 
ΑΠΑΝΣΗΕΙ:                                                                                                                                                             

Δ1. 

Mεταφορική κίνηςη  

ΣFx=mατρ  T1+Tςτ= mαcm (1) 

Στροφική κίνηςη 

Στ(0)= 
1

2
mR2αγων   T1 R-TςτR= 

1

2
mR2αγων  

T1 -Tςτ= 
1

2
mRαγων                            (2) 

 

Κύλιςη χωρίσ ολίςθηςη: αcm= Rαγων   (3) 

(2), (3)     T1 - Tςτ= 
1

2
 αcm       (4)                   

(1), (4)     πρόςθεςη κατϊ μϋλη  2T1 = 
3

2
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3
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       (5), (6)      1T

T
 =3  (6)        

Παρατήρηςη:Αν η φορϊ τησ Τςτ  ληφθεύ προσ τ ΄αριςτερϊ  τότε γρϊφοντασ τισ ςχϋςεισ (1), (4) 

θα προκύψει ότι η διαφορϊ των μϋτρων των   Τ και Τςτ    εύναι μεγαλύτερη από το ϊθροιςμϊ 

τουσ!! 

Δ2.Το νόμα εύναι τεντωμϋνο ϊρα οι ταχύτητεσ των ςημεύων Α και Γ εύναι ύςεσ : 

                                                           υΓ = υΑ     ωR=2υcm  (7)        

όπου ω το μϋτρο τησ γραμμικόσ ταχύτητασ των περιφερειακών ςημεύων τησ τροχαλύασ και υcm  

η ταχύτητα του κϋντρου μϊζασ του τροχού 

 

                                                      (7)     ωR=2υcm    Rα΄γων =2  αcm  (8)      

όπου αcm ό επιτϊχυνςη  του κϋντρου μϊζασ του τροχού και  α΄γων  η γωνιακό επιτϊχυνςη τησ 

τροχαλύασ. 

Μια περιςτροφό τησ τροχαλύασ αντιςτοιχεύ ςε γωνιακό μετατόπιςη Δθ=2π τησ τροχαλύασ  

1

2
 α΄γων Δt2 =2π       

1

2
 α΄γων  RΔt2 =2πR         

1

2
 2 αcm Δt2 =2πR       2(

1

2
  αcm Δt2) =2πR 

2Scm =2πR    Scm = πR  (9)     

Oτροχόσ κυλύεται χωρύσ να ολιςθαύνει ϊρα κϊθε περιφερειακό  ςημεύο του τροχού ϋχει ςταφεύ 

κατϊ τόξο ύςο με τη μετατόπιςη του κϋντρου μϊζασ του τροχού.Δηλαδό 

                                                                               Sτόξο =πR  (10)          

To ϋργο τησ ροπόσ (ψευδοϋργο κατϊ  A.Arons) τησ τϊςησ εύναι ύςο με : 

                                                               WτΤ=Τ1RΔθ  με  Δθ=π (rad) 
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                                                               WτΤ=Τ1Rπ    WτΤ=Τ10,1π  (11)     

Υπολογιςμόσ του μϋτρου τησ Τ1: 

                                               αcm= Rαγων   (3)      Rα΄γων =2  αcm  (8)     

 Rα΄γων =2  Rαγων          α΄γων =2  αγων           20=2  αγων ,       αγων  =10rad/s2        (12)     

(2)      T1 -Tςτ= 
1

2
ΜRαγων      και      

1T

T
 =3        (6)                

T1 - 1
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1
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ΜRαγων       1T = 

3

4
ΜRαγων      1T = 

3

4
4. 0,1 .10 1T =3Ν (13)     

(11), (13)    WτΤ=3.0,1π    WτΤ=0,3π  WτΤ=0,3π  j  

Δ3.Aρχικά υπολογίζουμε το μέτρο τησ Τ2: 

Στροφικό κύνηςη τησ τροχαλύασ: Στ(0΄)= 
1

2
ΜR2α΄γων   T΄2 R-T΄1 R = 

1

2
ΜR2α΄γων  

                          T΄2-T΄1= 
1

2
ΜRα΄γων                    T1=T΄1              και                  T2=T΄2   

                    T2-3= 
1

2
4 .0,1.20          T2-3= 4            T2= 4+  3          T2= 7 Ν  (14)     

Κίνηςη τησ ράβδου ΚΛ: 

Έςτω ότι η δύναμη  

F ζχει φορά προσ τα κάτω 

Εξαιτίασ τθσ κίνθςθσ  τθσ ράβδου μεταβάλλεται θ  μαγνθτικι 

ροι που διζρχεται από το κλειςτό κφκλωμα ΚΛxy με ςυνζπεια 

να αναπτφςςεται ςε αυτό επαγω γικι  Η.Ε.Δ. 

Εεπ=ΒυL    (15)      όπου L to μικοσ τθσ ράβδου ΚΛ 

Το κφκλωμα διαρρζεται από επαγωγικό ρεφμα  ζνταςθσ 
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1 1
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(16)                               

Η  ΚΛ διαρρζεται από το επαγωγικό ρεφμα και επομζνωσ 

δζχεται τθν δφναμθ Laplace τησ οπούα το μϋτρο δύνεται 

από τη ςχϋςη    

FL=BIL=1.α1t.1=α1t  (S.I.)  (17)     
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O  δεύτεροσ νόμοσ του Νεύτωνα για την ρϊβδο γρϊφεται: 

ΣF=m1α   F+w-FL-T΄2=  mα1     

F+10-FL-7  =   1 α1      F- 1

2

a
t =-3  - 1 α1    (18)     

Τα ςθμεία του νιματοσ  (2) ζχουν ταχφτθτα ίδιου μζτρου . 

Άρα το μζτρο τθσ ταχφτθτασ τθσ ράβδου είναι ίςο με το μζτρο τθσ  γραμμικισ   ταχφτθτασ των περιφερεια-

κϊν  ςθμείων τθσ τροχαλίασ. 

υ΄= υΚΛ     ω΄R=υΚΛ    α΄γR=α1       20.0,1=α1α1 =2m/s  (19)     

(18) , (19)       F-FL =-3  - 1 .2                                                       F =-1+t        (S.I.)       (20)     

H δφναμθ 

F   ζχει φορά  προσ τα πάνω μζχρι τθν χρονικι ςτιγμι t=1s όπου μθδενίηεται και ςτθν ςυνζχεια 

αλλάηει φορά . 

Η γραφικι παράςταςθ τθσ αλγεβρικισ τιμισ τθσ 

F    

 

 

 

 

 

 

Δ4.Τθν ςτιγμι t1=1s  καταργείται θ 

F .Ση ςτιγμή  αυτή : 

Ράβδοσ ΚΛ 

υ1=2m/s   T΄2 = 0  και ςτθν ράβδο ΚΛ αςκοφνται πλζον  μόνο το βάροσ τθσ και θ δφναμθ Laplace τησ 

οπούασ το μϋτρο δύνεται από τη ςχϋςη: 

FL=BIL    με   
1 2

E L
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οπότε   FL=

2


   

O  δεύτεροσ νόμοσ του Νεύτωνα για την ρϊβδο γρϊφεται: ΣF=m1α   w-FL=  m1αϋ     

1.10-
2


=1.α΄     α΄ =10-

2


  από τη ςχϋςη αυτό φαύνεται ότι καθώσ η ταχύτητα αυξϊνεται το 

μϋτρο τησ επιτϊχυνςησ μειώνεται.Η κύνηςη τησ ΚΛ εύναι ευθύγραμμη επιταχυνόμενη με 

t(s)       1 
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F(N) 
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επιτϊχυνςη μειούμενου μϋτρου.Όταν η επιτϊχυνςη αυτό μηδενιςτεύ η ρϊβδοσ θα αποκτόςει 

ςταθερό ταχύτητα ύςη με 20 m/s και θα  κινεύται ςτο εξόσ ευθύγραμμα και ομαλά. 

                                                            υΚΛ,τελ =20 m/s    (21)     

Σροχαλία  

t=1s               ωϋ=αϋγων , t=20.1=20rad/s  

 και κακϊσ θ τροχαλία δζχεται μθδενικι ςυνιςταμζνθ δφναμθ και μθδενικι ςυνιςταμζνθ  ροπι κα 

διατθριςει τθν κινθτικι τθσ κατάςταςθ  ςτρεφόμενη ομαλά κυκλικά με ςτακερι γωνιακι ταχφτθτα  

                                                                             ωτροχ=20 rad/s         ( 22)     

Σροχόσ  

t=1s               ω=αγων  t=10.1=10rad/s,        υ,cm=ωR= 10 .0,1 =1m/s  

Εφόςον δίνεται θ πλθροφορία ότι ο τροχόσ κυλίεται χωρίσ να ολιςκαίνει  καταλαβαίνουμε ότι κάκε ςτιγμι 

ιςχφει θ ςχζςθ υ,cm=ωR.’Ετςι κα πρζπει θ οι υ,cm ,ω να μειϊνονται ςυγχρόνωσ είτε να αυξάνονται ςυγχρό-

νωσ  είτε τζλοσ να διατθροφν ςτακερζσ τισ τιμζσ τουσ. 

 

 

 

 

 

 

 

                                           (ςχιμα α)                                                                  (ςχιμα β) 

Όπωσ  όμωσ φαίνεται ςτα παραπάνω  ςχιματα είναι αδφνατον να αυξάνονται ι να μειϊνονται ςυγχρόνωσ 

υcm  και  ω ,κακϊσ θ ςτατικι τριβι  και θ ροπι τθσ, ωσ προσ το κζντρο μάηασ του τροχοφ , δεν μποροφν να 

παίξουν ςυγχρόνωσ   τουσ  ρόλουσ  τθσ επιταχφνουςασ δφναμθσ και τθσ επιταχφνουςασ ροπισ αντίςτοιχα 

,οφτε ςυγχρόνωσ   τουσ  ρόλουσ  τθσ επιβραδφνουςασ  δφναμθσ και τθσ επιβραδφνουςασ ροπισ αντίςτοιχα 

Επομζνωσ  ο τροχόσ δεν μπορεί να δζχεται δφναμθ τριβισ ,και ελλείψει ςυνιςταμζνθσ μθ μθδενικισ 

δφναμθσ και ςυνιςταμζνθσ μθ μθδενικισ ροπισ κα πραγματοποιεί ςτο ςφνκετθ κίνθςθ, μεταφορικι 

ευκφγραμμθ ομαλι με ταχφτθτα υ,cm=1m/s και  πομαλι  ςτροφικι γφρω από οριηόντιο  άξονα διερχόμενο 

από  το κζντρο μάηασ του και κάκετο ςτο επίπεδό του , με ςτακερι γωνιακι ταχφτθτα                                        

ω=αγων  t=10.1=10rad/s.         
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